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内 容 简介 


解析 几何 , 高 等 代数 与 数学 分 析 是 大 学 数学 系 的 三 大 基础 课程 . 南开 天 
学 教学 系 将 解析 几何 与 高 等 代数 统一 为 一 门 课程 , 丰 书 就 是 力求 反映 这 种 思 
想 的 党 试 . 

本 书 分 上 ,下 册 , 第 一 章 讨 论 多 项 式 理 论 ， 第 二 章 介绍 行列 式 , 包括 用 行 
列 式 解 线性 方程 组 的 Cramer 活 刚 ， 第 三 章 窍 阵 .主要 介绍 矩阵 的 计算 ,初等 
变 搞 及 托 阵 与 线性 方程 组 的 美 系 ， 第 四 章 介 绍 线性 空间 ， 第 五 章 介 绍 线性 普 
换 . 第 六 章 人- 卸 阵 是 为 了 讨论 复线 性 变换 而 设 的 . 第 七 章 介 绍 Euclid 空间 . 
第 八 章 介 绍 双 线 性 匿 数 与 二 次 型 ， 第 九 章 讨论 二 次 曲面 ， 第 十 章 介绍 仿 射 几 
何 与 射影 才 何 , 村 书 附 有 相当 丰富 的 习题 ， 
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海内 外 华夏 炎黄 子孙 都 盼望 中 国 早日 成 为 数学 大 国 , 也 就 是 “ 实 
现 中 国 数学 的 平等 和 独立 ” .平等 和 独立 是 由 中 国 出 类 挨 芋 的 数 
学 家 及 其 杰出 的 研究 工作 来 体现 的 ， 要 有 出 类 拨 芋 的 数学 家 就 要 培 
养 一 批 优秀 的 研究 生 、 大 学 生 . 这 批 人 不 在 多 , 而 在 精 , 要 层次 高 . 
也 就 是 要 求 他 们 热爱 数学 、 基 础 扎实 、 知 识 而 广 、 能 力 强 . 

80 年 代 中 期 、 国 家 采纳 了 陈省身 先生 的 几 个 建议 . 建议 之 一 是 
为 培养 高 质量 的 数学 专业 的 大 学 生 , 需要 建立 数学 专业 的 试点 班 . 经 
过 朝 国 定 先 生 等 的 努力 ， 1986 年 在 南开 大 学 建立 了 数学 专业 的 试 
点 班 . 这 些 作 法 取得 了 成 功 , 并 在 基础 学 科 的 教学 中 有 了 推广 ，1990 
年 在 全 国 建立 “国家 理科 基础 学 科研 究 和 教学 人 才 培 养 基地 ”. 其 后 
南开 大 学 数学 专业 成 为 基地 之 一 ， 从 1986 年 到 现在 的 10 余年 中 
南开 数学 专业 是 有 成 绩 的 ， 例 如 他 们 中 次 参加 全 国 大 学 生 数 学 竞赛 
获 三 次 团体 第 一 ， 一 次 团体 第 三 .在 全 国 和 国际 大 学 生 数 学 建 模 比 
赛 中 多 次 获 一 等 奖 ， 毕 业 生 中 的 百 分 之 八 十 继续 攻读 研究 生 ， 其 中 
许多 人 取得 了 很 好 的 成 绩 . 

当然 ， 取 得 这 些 成 绩 是 与 陈省身 先生 的 指导 、 帮 助 分 不 开 ， 是 
与 国内 外 同行 们 的 支持 与 帮助 分 不 开 的 .如 杨 忠 道 ， 王 地 平 ， 许 以 
超 ， 虚 言 林 ， 李 克 正 等 或 参与 教学 计划 、 课 程 设置 、 课 程 内 容 的 制 
订 ， 或 到 南开 任教 等 等 ， 有 了 这 些 指导 、 帮 助 与 支持 ， 南 开 基础 数 
学 专业 得 以 广泛 吸收 国内 外 先进 的 数学 教学 经 验 ， 并 以 此 为 基础 对 
数学 教学 进行 了 许多 改革 、 创 新 . 


1) 陈省身 ， 在 “二 十 一 世纪 中 国 数学 展望 ”学术 讨 泥 会 开幕 式 上 的 讲话 . 
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这 春 从 书 是 南开 大 学 数学 专业 的 部 分 教材 ,编著 者 们 长 期 在 南 
开 数 学 专业 任教 , 不 斯 地 把 自己 的 心得 体会 抒 和 到 基础 知识 和 基本 
理论 的 讲述 中 去 ， 日 积 月 累 地 形成 了 这 套 教 材 ， 所 以 可 以 说 这 些 教 
材 不 是 “ 编 ” 出 来 的 ， 而 是 在 长 期 教学 中 “ 教 ” 出 来 的 ，“ 改 ”出 来 
的 ， 凝 育 了 我 们 的 一 点 心血 . 这 些 教材 的 共同 点 ， 也 是 我 们 教学 所 
遵循 的 共同 点 是 ;首先 要 加 强 基础 知识 、 基 础 理论 和 基本 方法 的 教 
学 ， 间 时 多 要 适当 地 开拓 知识 面 ， 尤 其 注意 反映 学 科 前 沿 的 成 就 
观点 和 方法 ;教学 的 目的 是 丰富 学 生 的 知识 与 提高 学 生 的 能 力 ， 因 
此 配置 的 习题 中 多 数 是 为 了 巩固 知识 和 训练 基本 方法 ， 也 有 一 些 习 
题 是 为 训练 学 生 解 题 技 巧 与 钻研 数学 的 能 力 . 

我 们 要 感谢 中 国 科学 出 版 社 主动 提出 将 这 套 教材 出 版 . 这 对 编 
著者 是 件 大 好 事 . 编著 者 虽然 尽 了 很 大 努力 ， 但 一 由 由 于 编著 者 的 
水 平 所 限 ， 二 则 数学 的 教育 和 所 有 学 科 的 教育 一 样 是 在 不 断 发 展 之 
中 ， 因 此 这 套 教 材 中 缺 欠 和 不 足 肯 定 存在 ， 我 们 诚 介 希 望 各 位 同行 
不 音 指 正 ， 从 而 使 编著 者 更 明确 了 解 教材 及 教学 中 的 短 长 ， 进 而 扬 
长 避 短 ， 改 进 我 们 的 教学 ， 同 时 通过 这 套 教材 也 可 向 同行 们 介绍 南 
开 的 教学 经 验 以 供 他 们 参考 ， 或 许 有 益 于 他 们 的 工作 . 

我 们 骨 次 感谢 帮助 过 南开 的 前 辈 、 同 行 们 ， 同 时 也 希望 能 继续 
得 到 他 们 和 各 位 同行 的 帮助 . 办 好 南开 的 数学 专业 ， 办 好 所 有 学 校 
的 数学 专业 ， 把 中 国 数 学 搞 上 去 ， 使 中 国 成 为 数学 大 国 是 我 们 的 共 
同 愿 望 : 这 个 愿望 一 定 能 实现 ! 

编著 者 


于 南开 大 学 
1998 年 日 月 
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0.1 概 述 


解析 几何 ,高 等 代数 与 数学 分 析 是 大 学 数学 系 的 三 大 基础 课程 . 
事实 上 , 它们 也 是 理工 科 的 基础 ,由 于 数学 、 计算 机 的 广泛 应 用 ， 以 
芷 经 济 、 管 理 等 专业 今天 也 高 不 开 计 算 机 ， 高 不 开 数 学 ， 高 不 开 数 
学 就 高 不 开 这 三 个 基础 . 通常 在 数学 系 它 们 是 三 门 独立 的 课程 ， 在 
教学 中 占有 重要 的 地 位 ， 并 占有 很 大 比例 .由 于 在 大 学 教学 中 要 反 
股 科 学 的 新 发 展 ， 就 必须 在 大 学 开设 一 些 新 的 课程 。 事 实 上 ， 各 大 
学 数学 系 中 开设 与 计算 机 有 关 的 课程 已 经 趟 来 趟 多 了 . 这 样 就 必须 
重新 安排 原来 的 课程 以 节省 时 间 . 由 于 数学 分 析 与 高 等 代数 是 数学 
中 的 两 太 支 柱 ， 应 用 又 特别 广泛 ， 这 两 门 课 几 乎 没有 削减 的 可 能 . 
其 实 ， 高 等 代数 还 随 着 计算 机 的 普及 而 不 断 增强 ， 例 如 许多 非 数学 
专业 开设 的 课程 除 高 等 数学 (数学 分 析 加 解析 几何 ) 这 一 传统 课程 
外 , 还 增加 了 线性 代数 (高 等 代数 的 一 部 分 }. 在 这 种 情况 下 , 大 包 数 
数学 系 是 采取 削减 解析 几何 的 办 法 来 减少 基础 课 的 学 时 ， 无 疑 过 分 
前 减 甚至 取消 解析 几何 是 对 数学 学 习 的 重大 损失 ， 其 实 ， 商 等 代数 
与 解析 几何 关系 非常 密切 ， 这 两 门 课程 的 内 容 不 可 避免 地 有 很 多 重 
全部 分 。 因 而 车 将 这 两 门 课程 合 起 来 ， 不 仅 可 以 省 出 许多 时 间 ， 而 
且 也 不 会 太 多 地 前 减 解 析 几 何 的 内 容 ， 从 某 种 意义 上 说 反而 会 使 这 
两 门 谋 程 都 得 到 加 强 . 南开 大 学 数学 系数 学 专业 就 是 本 着 这 一 宗 骨 
将 解析 几何 与 高 等 代数 统一 为 一 门 课 程 ， 这 种 作法 也 为 数学 家 陈 省 
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身 、 杨 忠 道 、 王 披 平 等 所 提倡， 本 书 是 力求 反 有 映 这 种 思想 的 尝试 . 
大 家 知道 ， 初 等 代数 是 研究 数 及 代表 数 的 文字 的 代数 运算 (加 
法 、 减法、 乘法 、 除 法 、 乘 方 . 开 方 ) 的 理论 和 方法 ,也 就 是 研究 铬 项 
式 ( 实 系 数 与 复 系 数 ) 的 代数 运算 的 理论 和 方法 . 而 多 项 式 方程 及 多 
项 式 方程 组 的 解 (包括 解 的 公式 和 数值 解 ) 的 求法 及 其 分 布 的 研究 
怡 为 初等 代数 学 研究 的 中 心 问题 ， 以 这 个 中 心 何 题 为 基础 发 展 起 来 
的 一 般 数 域 上 的 多 项 式 理论 与 线性 代数 理论 就 是 所 谓 的 高 等 代数 . 
多 项 式 理论 有 很 长 的 历史 . 高等 代数 中 的 多 项 式 不 仅 是 实 系 数 
复 系数 多 项 式 ， 而 且 包 括 一 般 数 域 的 数 为 系数 的 多 项 式 . 求 一 元 多 
项 式 方程 (高 次 方程 ) 的 解 ， 或 一 元 多 项 式 的 根 ， 实 际 上 就 是 求 此 
包 项 式 的 一 次 因 式 ， 因 页 一 元 杀 项 式 理论 将 以 因 式 分 解 为 中 心 来 展 
开 . 而 多 元 名 项 式 的 问题 复杂 得 多 ， 我 们 只 以 对 称 名 项 式 为 中 心 来 
展开 . 
高 等 代数 的 另 一 部 分 ， 即 线性 代数 理论 ， 虽 然 历史 久远 ， 但 在 
20 志 纪 才 形 成 一 个 独立 分 支 ， 线 性 代数 起 源 于 (多 元 ) 一 次 方程 组 
(又 叫 线 性 方程 组 ) 的 解法 ， 几何 、 力 学 与 物理 学 等 学 科 中 的 许多 概 
念 (如 向 量 等 ) 也 是 它 的 源泉 ， 线 性 代数 大 致 可 以 分 为 矩阵 ， 线 性 空 
间 和 代数 型 三 个 对 和 象 . 这 三 个 对 象 间 的 关系 是 非常 密切 的 .以 致 线 
性 代数 中 的 大 部 分 问题 在 这 三 种 理论 中 的 每 一 种 都 有 等 价 的 说 法 . 
因此 ， 在 学 习 线 性 代数 时 要 热 练 地 从 一 种 理论 的 叙述 转移 到 另 一 种 
去 - 当然 ， 这 三 者 的 着 眼 点 是 不 一 样 的 ， 插 阵 的 观点 与 实际 计算 结 
合 得 最 多 ， 技 巧 性 也 很 强 . 而 代数 型 许多 是 从 几何 ， 力 学 与 物理 学 
科 中 提出 来 的 . 线性 空间 则 着 眼 于 更 眼 刻 ， 更 透彻 地 提示 线性 代数 
中 各 种 问题 的 本 质 . 这 里 , 各 种 概念 的 明确 性 是 至 关 重 要 的 . 此 外 ， 
要 指出 行列 式 不 仅 在 历史 上 ,而 且 在 今天 仍然 是 一 个 重要 的 工具 . 
古典 几何 学 是 以 空间 图 形 为 其 研究 对 象 的 , 例如 各 种 平面 图 形 ， 
空 条 图形 等 .其 方法 是 直接 考察 图 形 . 这 种 方法 称 为 综合 几何 法 或 
纯粹 几何 法 .在 古 希 腊 时 代 ， 几 何 学 几乎 代表 了 全 部 数学 . 文艺 复 
兴 后 ， 民 数学 在 欧洲 迅速 发 展 . 17 世纪 以 后 ， 数 学 分 析 发 展 非常 
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显著 . 几何 学 也 摆脱 了 和 代数 学 相 赔 离 的 状态 ， 特 别 是 及 . 笛 卡 尔 
在 空间 设立 坐标 系 之 后 ， 可 以 用 方程 来 表示 图 形 ， 反 过 来 ， 图 形 也 
可 以 窒 示 方程 ， 所 谓 方程 ， 实 际 就 是 数 与 数 之 间 的 关系 . 例如， 在 
平面 直角 坐标 系 由 ， az 十 by = ea pc 为 常数 ; Xz, 1 为 未 知 
数 ) 表示 了 一 条 平面 直线 ， 反 过 来 ， 一 条 直线 也 代表 了 这 样 一 个 方 
程 ， 又 例如 ， z2 + 42 = 7? 在 平面 直角 沧 标 系 中 表示 以 原点 为 中 
心 ，r 为 半生 的 属 周 。 反 过 来 ， 一 个 加 周 也 代 央 了 一 个 二 元 二 次 方 
程 (x-xo2 十 (y 一 Vo) 二 72, 按照 坐标 把 图 形 改变 成 数 与 数 之 间 
”的 关系 问题 面 对 之 进行 处 理 的 方法 称 为 解析 几何 . 

以 代数 方法 来 研究 几何 问题 ， 对 某 些 问题 带 来 很 大 方便 ， 但 因 
方法 所 限 ， 研 究 的 对 象 不 可 避免 地 有 所 限制 ， 因 而 解析 几何 所 系统 
研究 的 平面 曲线 是 一 次 曲线 (直线 ) 与 二 次 曲线 (如 琢 ， 双 曲线 ， 抛 
物 线 等 ); 系统 研究 的 空间 曲面 为 一 次 曲面 (平面 ), 二 次 曲面 以 及 锥 
而 ， 柱 面 和 旋转 面 ， 空 间 曲线 多 作为 两 曲面 的 交 线 . 


既然 解析 几何 是 以 代数 为 工具 的 ， 因 面 本 着 “ 工 欲 善 其 事 ， 必 
先 利 其 器 ”的 原则 ， 我 们 基本 上 是 先 讨 论 代 数 ， 而 后 用 它 去 解决 所 
何 问题 ,但 是， 代数 ， 特 别 是 线性 代数 中 许多 概念 ， 结 果 又 是 概括 
了 几何 、 力 学 、 物 理 等 学 科 中 一 些 概 仿 ， 结 果 而 产生 的 更 抽象 ， 更 
本 质 的 概念 和 结果 . 故 有 时 先 讲解 析 凡 何 中 的 “原始 ”的 概念 ， 结 
果 对 理解 代数 也 是 很 有 好 处 的 . 也 只 有 这 样 才能 将 这 两 门 课 真正 统 
一 起 来 . 

不 用 坐标 而 直接 考察 图 形 的 纯粹 几何 方法 不 仅 用 于 古典 几何 的 
研究 ， 面 且 也 用 于 射影 凡 何 的 研究 . 射影 几何 是 由 透视 图 法 面 发 展 
起 来 的 ， 它 可 以 说 是 纯粹 几何 法 指导 下 的 产物 ， 与 射影 几何 密切 相 
关 的 是 仿 射 几 何 . 现在 射影 几何 与 仿 射 几何 也 都 可 以 用 线性 代数 方 
法 来 研究 ， 因 而 有 人 将 解析 几何 、 仿 射 几 何 与 射影 几何 统 归 于 线性 
几何 之 中 . 我 们 也 将 以 代数 的 观点 介绍 仿 射 几 何 与 射影 几何 的 基本 
概念 与 基本 定理 如 Desargtie 定理 等 ， 由 于 教学 课时 所 了 腿 ， 也 只 能 
仅 此 面 已 . 
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许 以 超 在 发 线性 代数 与 矩阵 论 》 一 书 的 序 中 说 : “所谓 线性 
代数 学 ,. 就 是 或 者 直接 研究 线性 空间 的 几何 问题 ， 或 者 将 线性 空间 
的 一 些 几 何 问题 化 为 矩阵 问题 .” 开 . W. Gruenberg 与 A. J]，Weir 
在 其 《Linear Geometry 为 (人 线性 几何 ) 一 书 的 序 中 第 一 句 话 
就 说 ， “这 主要 是 一 本 关于 线性 代数 的 书 ”， 这些 看 法 也 适用 于 本 
书 . 


本 书 的 第 一 章 讨 论 多 项 式 理论 . 我 们 在 实际 教学 中 只 讲授 一 元 
多 项 式 部 分 . 多 元 多 项 式 部 分 在 抽象 代数 中 讲授 . 第 二 章 是 行列 式 ， 
包括 用 行列 式 解 线性 方程 组 的 Cramer 法 则 ,第 三 章 矩 阵 主要 是 讲 
和 矩阵 的 计算 ， 初 等 变换 及 年 阵 与 线性 方程 组 的 关系 ， 这 三 章 的 习题 
一 般 说 来 技巧 性 较 强 . 为 了 介绍 一 些 技巧 ， 我 们 在 这 三 章 的 最 后 都 
安排 了 一 些 例 题 ， 第 四 章 是 线性 空间 . 其 中 第 一 、 二 节 可 以 说 是 解 
桥 几 何 . 这样 我 们 可 以 更 清楚 线性 空间 的 几何 背景 . 第 五 章 是 线性 
变换 第 六 章 入 矩阵 是 为 了 讨论 复线 性 变换 而 设 的 ， 实际 上 在 第 
五 章 的 第 八 节 及 其 习题 中 这 个 问题 已 经 解决 ， 但 这 种 方法 在 其 他 书 
中 未 管见 过 ， 一 般 书 上 都 采用 第 六 章 的 方法 ， 这 两 种 讲法 采用 一 种 
即 可 . 我 们 采用 第 五 章 第 八 节 的 讲法 , 因为 第 六 章 的 和 - 矩阵 理论 可 
以 作为 抽象 代数 中 模 论 中 更 一 般 结果 的 特例 .第 七 章 Euclid 空间 
是 通常 Euclid 几何 的 推广 ， 向量 的 长 度 与 向 量 间 的 夹 角 起 着 关键 
性 的 作用 . 在 三 维 Euclid 空间 中 的 向 量 积 与 混合 积 是 解析 几何 中 
的 重要 内 容 与 重要 工具 . 我 们 在 本 章 最 后 一 节 讲 述 ， 第 八 章 双 线 性 
炒 数 与 二 次 型 ， 实 际 上 也 是 包 元 二 次 多 项 式 ， 这 是 用 代数 方法 研究 
的 最 重要 前 工具 之 一 ， 它 在 数学 分 析 中 也 是 很 有 用 的 ， 因 而 在 这 章 
最 后 两 节 分 别论 述 二 次 型 在 数学 分 析 与 解析 几何 中 的 应 用 ， 至 此 ， 
高 等 代数 的 内 容 可 以 告 一 段落 .同时 解析 几何 中 平面 ， 直 线 的 理论 
也 基本 论述 完毕 ， 作 为 解析 几何 学 工具 的 代数 也 准备 完了 ， 因 而 在 
第 九 章 我 们 就 可 以 很 轻松 地 讨论 二 次 曲面 了 . 第 十 章 仿 射 几何 与 射 
影 几 何 ， 我 们 仍然 采用 代数 方法 而 不 是 纯粹 几何 方法 来 处 理 ， 


最 后 要 说 明 的 是 ， 线 性 空间 的 张 量 代数 在 几何 学 (例如 微分 几 
Se 
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何 学 ), 物理 学 中 有 广泛 的 应 用 .因而 也 是 很 重要 的 ， 按 其 性 质 应 属 
于 线性 代数 ， 但 一 般 却 不 在 高 等 代数 的 课程 中 讲授 ， 有 的 在 抽象 代 
数 中 讲授 ， 有 的 在 微分 几何 课 中 讲授 ， 由 于 课时 的 原因 ， 本 书 也 不 
介绍 . 

正式 内 容 前 的 预备 事项 一 是 介绍 连 加 号 ， 连 乘 号 ; 一 是 介绍 数 
学 归纳 人 法， 当然 也 可 以 在 正式 内 容 中 介绍 ， 单 狼 介 绍 一 下 的 好 处 是 
减少 讲述 正式 内 容 时 校 叶 过 多 ， 而 影响 学 生 的 注意 力 . 


0.2 ”预备 事项 


1. 连 加 号 (> ) 在 数学 中 , 为 了 使 数学 式 者 示 简 单 明 确 , 通常 
要 规定 一 些 特殊 符号 ， 连 加 号 就 是 其 中 之 一 . 
98. 个 数 6Gl，a2，,.-，an 的 和 
Bl 十 Ga 十 … 十 Qn 


简 记 为 


当然 ， 也 可 以 记 为 昌 ai， ax 等 等 
了 一 一 1 
序列 
hn, by, ei bp, rr bso, Ss 
中 从 第 Pp 项 到 第 g 项 之 和 ， 则 可 记 为 


> 或 >》 有 


Pteq 


又 如 
jai+l 


i=0 
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则 表示 上 述 序列 的 第 1 项 到 第 2 十 1 项 中 所 有 奇数 项 的 和 ， 即 


天 
> Baitl = b1 + ba +- 二 boktl. 
i=0 


以 后 ， 还 可 能 出 现 两 个 ， 三 个 ， 甚 至 更 多 个 连 如 号 在 一 起 的 情 


沈 ， 
例如 有 mn 个 数 ， 我 们 可 将 它们 排 成 一 个 长 方 阵 ， mm 个 ( 横 ) 
行 ，n 个 ( 竖 ) 列 ， 将 第 i 行 ， 第 7 列 药 数 表示 为 ai; 即 有 下 面 的 
才 
CI1 Ci2 ”Gin 
21 22 ”nm 
tml 站 mm 0 mn 


第 1 行 ， 第 2 行 ， 和 
m 行 各 数 之 和 分 别 为 


型 Li 型 
oo， 
j=1 


j=l j=1 


然后 ， 再 将 这 些 数 求 和 ， 即 
(> a1i)+ (2 _， G2 让 十 …: 十 【> amj). 


这 时 可 将 此 数 记 为 


这 数 实际 上 是 rm 个 数 的 总 和 ， 当 热 ， 我 们 也 可 先 按 列 求 和 ， 而 后 
将 各 列 之 和 相 加 而 求 得 总 和 . 因此， 我 们 有 


2 2 = 2 D0. 


t=1 7 一 1}=1 1:=1 
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其 它 还 有 许 包 情况， 以 后 再 逐渐 熟悉 . 
2 连 先 号 (IJ 与 连 加 号 相 类 似 的 ， 有 连 乘 号 JI. 
中 个 数 1，02，...，0m 之 积 


从 二 三 本 二 和 zn 
简 记 为 , 
Te:: 
t=1 


当然 ， 也 可 以 有 允 重 和 连 滋 号 ， 例如 前 面 所 说 的 ram 个 排 成 长 方 阵 的 
数 的 积 ， 可 表示 为 


II ye 或 者 II [le 


了 一 一 1 一 1 


有 时 可 能 用 到 一 些 别 的 表示 法 .例如 


I (a;— 6) 


ls 


表 孙 所 有 ?<7 的 aj 一 Qt 因子 的 习 积 ， 中 


I to;-— 
li 
(aa ~— an){(as — a1} -+ (an — ai) 
(es 一 02] (an — 02) 


本 


为 nm 一 1) 个 因 式 之 积 . 
3 ”数学 归纳 法 ”我们 知道 ,证 明 一 个 与 自然 数 有 关 的 性 质 EE(n) 
对 所 有 自然 数 成 立 ， 首 先 对 数 1 证 明 至 (1) 成 立 ， 然 后 在 “归纳 假 


a 
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设 ” 之 下 ， 即 假定 数 rn 具有 性 质 Etn) 来 证 明 数 nn 十 1 具有 性 质 
En + 1). | 

这 种 证 明 方 法 的 可 车 性 于 自然 数 集 NN 有 下 耐性 质 . 

“完全 归纳 原理 ” 设 S 为 N 的 子 集 . 面 且 1E5; mnE93, 山 
n+1E95. 那么 ，5 = 区. 

自然 数 集 NN 除了 上 面 的 “完全 归纳 原理 ”的 性 质 外 , 还 有 一 个 
很 重要 的 性 质 (这 是 需要 证 明 的 ， 但 我 们 不 证 明了 ): 

定理 ”自然数 集 N 的 每 个 非 空子 集 都 有 一 个 最 小 数 . 

由 这 个 定理 ， 我 们 可 以 建立 第 二 个 归纳 法 : 

为 证 明 一 个 与 自然 数 有 关 的 性 质 ， 上 (ns) 对 所 有 自然 数 成 立 ， 
首先 证 其 B(1) 成 立 . 在 归纳 假设 对 每 个 小 于 了 的 数 (< n) EB(k) 
成 并 下 ， 证 明 万 (mi 成 立 ， 那么 ， 吾 (m) 对 所 有 自然 数 都 成 立 . 

事实 上 ， 假 设 使 上 (mn) 不 成 立 的 自然 数 集 为 5S. 若 5 非 空 ， 即 
5 关外 则 S 中 有 最 小 数 mo. 此 < ro 时 ， 已 (k) 成 立 . 故 EE(no) 
成 立 ， 即 no 全 号. 广 盾 .因而 我 们 知道 第 二 归纳 法 成 立 . 

例 1 证 明 Fibonacci 序列 ai 二 1, 0» = 2， 


On = Cn 一 1 十 Cn 一 2， 有 一 3 4 ... 


的 通 项 公式 为 
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A (+ 
V5\ 2 2 2 2 


2: 


即 n 二 1, 2 时 公式 成 立 ， 假设 这 nn 时 ， 公 式 成 立 . 现 证 对 十 1 
时 公式 成 立 ， 此 时 


ntl = On 十 On-1 


即 会 式 成 立 . 于 是 公式 对 任意 自然 数 成 苹 ， 口 
双重 数学 归纳 法 若 上 (m,n) 是 依赖 于 独立 的 自然 数 m,n 
的 性 质 ， 如 果 可 以 对 rm 用 教学 归纳 法 证 明 对 任何 自然 数 m, 性 质 
五 (maz, 1) 成 立 . 对 任何 固定 的 ?2, 又 可 对 n 用 归纳 法 证 明 EBE{m, n) 
对 任何 自然 数 1 成 立 ， 那 么 性 质 EE(m, n) 对 一 切 自然 数 m,n 成 
YY 
事实 FF， 令 


有 一 {m,n)|m,neN, Elm,n) 不 成 立 }. 
Si 二 {nlneEN, 若 3mEN 后 (m,n) € 5}, 


显然 ，1 和 SI. 车 仿 关 外 即便 关 针 设 ni 为 5 的 最 小 数 ， 于 是 

有 mi 使 (maw, m1) E S. 但 是 E{m, 无) 天 二 9 时， Elmi, Ek) 

成 立 ， 二 而 Elm, mn1) 成 立 ， 故 (21， 11) Z 上 矛盾 . 二 
当 热 ， 我 们 可 以 有 更 多 重 的 教学 归纳 法 . 
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在 举 下 一 个 例子 之 前 ， 我 们 先 不 加 证 明 地 叙述 有 关 自 然 数 ( 整 
数 ) 的 性 质 ， 

通常 ， 如 果 自 然 数 (整数) a 能 整除 自然 数 (整数 ) b, 我 们 记 为 
alb. a; 五 的 最 大 公约 数 ， 最 小 公 倍 数 分 别 记 为 (a, 四，[a, 中 如果 
(a, 5) 二 1, 则 称 a 与 互 素 . 

若 p 是 素数 ， 且 plab. 则 pla 或 pe. 

例 2 设 自然 数 cl, az, ..… am 中 每 一 个 与 自然 数 矶 , bz， 
in 中 每 一 个 互 素 ， 即 


(ai bj)= 1, i 
则 Qala2… am 与 轴 b2.… bn 瑟 素 . 
证 设 区 =1) 当 性 一 1 时 ，(o， 拉 ) = 11. 假设 mm 一 1 
时 ， 结论 成 立 . 现 证 mi 时 ， 结 论 成 立 ， 若 不 然 ， 则 有 素数 p, 使 得 
中 ( 这。 51). 因而 
Pld, pl TH es: 
El 


Ti—1 
因而 ?| I 0i 或 plam. 于 是 


Dl (IH Oi, | 或 pj(am, 01). 
二 1 


这 是 不 可 能 的 ， 于 是 对 任意 自然 数 rm, 当 人 多 一 工时， 结论 成 立 、 设 
nn 一 1 时 ， 结论 成 立 ， 现 证 ? 时 结论 成 立 ， 若 不 然 ， 则 有 素数 p 使 


得 
了 | 于 te， 站 sj 
t=1 1=1 
于 是 i 
pllle, pl;. 
i=1 j=1 
,10 . 
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攻 nl 
?| lls 或 plbn. 
因而 四 
ne i) 或 p| (EC 本 
i=1 j=1 1 一 1 
这 与 


nt 1—1 Fr 
(Bo Bs) = (Ho) = 
i=1 j=1 i=1 
矛盾 . 故 nt 时 结论 成 立 ， 故 结论 对 任何 自然 数 m, nt 成 立 ，。 口 
归纳 定义 (归纳 构造 法 ) ”定义 一 个 与 自然 数 叶 有 关 的 量 p(n)， 
如 果 p(n) 是 用 gl) (oa < 如) 来 表示 ， 这 种 定义 方法 ， 称 为 归纳 
定 兴 法 . 
例如 , 设 a 是 一 个 数 ，a 的 正 整 数 方 赛 的 定义 为 al = a，an = 
an 1 .6. 就 是 归纳 定义 的 . 
又 如 ， 等 比 数列 ， al 二 a, on = an_1' 9; 也 是 归纳 定义 的 . 
再 如 ， 在 例 1 中 所 到 的 Fibonacei 数列 


Q1 一 1，02 一 2 .on = 0n-1+ dn_2 


也 是 归纳 定义 的 . 

归纳 定义 法 在 高 等 代数 中 经 常用 到 ,在 别 的 数学 分 支 中 也 经 常 
用 到 . 归纳 定义 法 的 合理 性 也 是 由 完全 归纳 原理 所 保证 ， 因而， 可 
以 说 它 与 数学 归纳 法 是 亲 兄 弟 ， 


习 三 
1 以 Ck 表示 个 元 素 中 取 大 个 元 素 的 组 合 数 ， 试 证 
1) 人 == 2"; 
= 


. 11 . 
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2) Cn-i+ Onl= CO 


k 
3) 和 2 (ni = Cntkt1i 


试 证 下 列 代数 恒等式 ; 


1 0 
nh: fl fg 


(zi + 二 +m)" = ZL Tr. 


| i1li2l: .im! 
tim=n 12 


设 中 = 二 1 0 一 2，...，Un 一 Cn 1 十 Gn_2， ... 为 Fibonacci 
》 ui 一 an+2 一 2. 


性 质 (nn) 对 n = 3 成立， 并 且 如 果 它 对 下 3 成立 ， 那 么 
对 于 nn 十 1 也 成 立 ， 证 有明 对 于 所 有 的 n 之 3 的 数 全 成 立 ， 
将 上 题 中 的 3 换 成 0, 作 同 样 的 证 明 . 


对 1 作 归 纳 法 ,证 明 有 限 集合 4 三 {41，02，.……, am} 的 子 集 
合 也 是 有 限 的 . 
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多 项 式 理论 是 高 等 代数 的 一 个 重要 组 成 部 分 . 原则 上 说 ， 
多 项 式 的 内 容 是 中 学 代数 课程 中 最 重要 部 分 . 因此 大 家 对 本 章 的 内 
容 不 是 阿 生 的 . 但 是 ， 中 学 是 以 多 项 式 的 具体 运算 为 主 ， 而 这 里 将 
以 多 项 式 的 理论 为 主 ， 也 就 是 说 ， 这 里 讨论 的 多 项 式 主要 侧重 于 一 
般 性 的 规律 ， 因 而 比 起 初等 代数 更 具有 抽象 性 . 
多 项 式 理论 包括 一 元 和 多项式 与 多 元 多 项 式 两 部 分 ， 我们 以 一 元 
多 项 式 理论 中 的 因 式 分 解 理 论 为 主 . 


1.1 数 域 


` 我 们 分 别 用 NZ Q, 及 与 表示 自然 数 , 整数 , 有理数， 
实数 与 复数 的 集合 .显然 有 


leENCZCQOCRCCG. 


在 复数 集 蕊 中 有 加 法 ， 减 法 ， 乘 法 与 除法 四 种 运算 ， 称 为 四 则 运 
算 . 

以 后 ， 我 们 经 常 要 用 到 下 而 一 些 术语 . 

设 P 昨 的 一 个 子 上 集 . 

1) 如 果 对 任何 a, 5 Ee PP, 有 a 十 bE PP (这 和 名 话 ， 常 简单 地 
表示 为 ， Ya, bE P 坟 a 十 bE P. 下 面 用 类 似 的 表示 法 ), 则 称 卫 
对 加 法 封闭 . 

2) Va,beEP=a—beP 则 称 P 对 减法 封闭 . 


: 13. 
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3] Ya, bEP 沪 ab € P. 则 称 PP 对 彝 法 封闭 . 

4) va, bEP= aldeP. 则 称 PP 对 除法 封闭 . 

例 1 IN 对 加 法 与 乘法 封闭 ， 但 对 减法 与 除法 不 封闭 ， 

例 2 2 对 加 法 ， 减 法 与 柔 法 封闭 ， 但 对 除法 不 封闭 . 

例 3 Q，R,，C 对 加 ， 减 ， 冬 ， 除 法 都 封闭 . 

这 里 ， 我 们 先 说 明 一 下 ， 如 何 用 数学 的 语言 来 说 C 的 子 集 三 
对 除法 “不 封闭 ”. 所 谓 PP 对 除法 不 封闭 ， 即 存在 〔 以 后 用 符号 “” 
表示 ) a, bE 忆 68 关 0 使 得 a/6 4 证. 

例 4 令 忆 = 人 {0}. 则 了 对 加 ， 减 ， 乘 ， 除 法 都 封闭 . 

这 里 了 对 加 ， 减 ， 生 法 封闭 是 显然 的 、 由 于 在 已 中 不 存在 
a, b, 5 关 0 使 得 a/b P, 故 忆 对 除法 不 是 “不 封闭 ”的 ,因而 是 
封闭 的 . 

以 后 , 我 们 讨论 C 的 包含 非 零 数 , 对 四 则 运算 都 封闭 的 子 集 ， 
这 种 子 集 称 为 数 域 . 

定义 1 复数 集 忆 的 子 集 P, 如 果 满 足下 面 两 个 条 件 : 

1) 3aE 了 aa 关 0， 

2) 书 对 四 则 运算 都 封闭 ， 
则 称 为 一 个 数 域 ， 

从 上 面 例 3 知道 ，@@Q，R，C 都 是 数 域 ， 分 别称 为 有 理 数 域 ， 
实业 域 ， 复 生 域 . 

从 例 生 知 {0} 虽然 对 四 则 运算 封闭 ， 但 不 是 数 域 . 

例 5 令 


P= Q(V2) = {a +62|a, be Q)}, 


则 已 是 一 个 数 域 . 
证 因为 0, 1 € Q(V2), 故 了 满足 条 件 1). 设 a, b, c,d € 
Q, 则 


(atbvo+t (c+tdv2)=(a0i+c + (bi+dv2eD, 
14 . 


Maked by freekaoyan.com 


www.freekaoyan.com 


(a+bv2a)(e t+ dv2) = (ac+ 2bd) + (ad + bevV2 EP. 
又 设 c 二 dvY2 关 0. 车 d=0, 则 c 关 0. 于 是 c=c-dv2z#(0. 
车 4d 关 0, 由 V2 是 无 理 数 知 6 一 dV2 关 0. 总 之 ，c 十 dv2 关 0 
见 c— dv2z 0. 于 是 


(a + bvV2)/ (ce + dv2) 
= (a +bv2)(c— dv2) /ec — 20) 
E 卫 
因而 P 满足 条 件 2). 故 卫 = Q(v2) 是 数 域 . 口 
显然 ， 
QcaQv2) CR 了 
例 6 今 六 
P= QVvV-D) = {a+bv-ila, b€ Q), 
则 已 是 一 个 数 域 ， 
证 证 明 方 法 与 例 5 完全 一 样 ， 读 者 可 自行 完成 . 口 
是 然 ， 


妃 C Qtv-1) CG. 
此 时 ，Q(v 二 1) 既 不 是 BR 的 子 集 ， 及 也 不 是 QIv 二 1 的 子 集 . 
定理 1 车 也是 一 个 数 域 ， 则 
Ww 
QcCP. 


特别 ， 0, 1 EP, 

证 因为 卫 为 数 域 , 帮 Ja EP,a 关 0. 由 卫 对 减法 封闭 ， 
故 4 一 4 = 二 0€P.P 对 队 法 封闭 , 总 1=GAaE 了 .由 0 1E 卫 ， 
P 对 四 则 运算 封 轩 ， 故 Q@CP. 口 

定理 2 若 数 城 瑟 > 及, 则 了 = 总 . 

WA 


-Ts 
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证 洞 为 PD R, 故 有 a EP,a#g R. 因 面 a 三 和 十 
bv—1, a, be R, bb 0. 由 于 4, bE Rc P,P 对 四 则 运算 圭 
闭 , 故 (a 一 a)/b = YleP.— 故 Ye, dER,c+dy-leCcC. 
凤 有 P= CC. 品 


习 是 


1 举 出 对 加 法 ， 乘 法 及 除法 封闭 但 对 减法 不 封 侯 的 例子 ， K 

2 。 举 出 对 加 法 ， 减 法 封闭 ， 但 对 乘法 不 封闭 的 例子 ， 
上 

3 。 举 出 对 加 法 ， 减 法 都 不 封闭 ， 但 对 乘法 封闭 的 例子 1、 外 


bE 
4 ” 试 证 C 的 子 集 局 若 对 减法 封闭 ， 则 必 对 加 法 封闭 . 9 C\ | 
an 人 
5 ” 试 证 C 的 子 集 PP 车 对 除 淋 封 闭 ， 则 必 对 乘法 封闭 . ” 2 


(eT wb 
Q(V5) = {0 + bY5+cY25|a, 5, ce Q), 
试 还 Q(Y5) 是 一 个 数 域 . 


1.2 ”一 元 多 项 式 


一 元 多 项 式 的 运算 是 大 家 所 熟知 的 . 本 节 只 作 一 个 简要 的 介绍 . 
设 卫 是 一 个 数 域 ， z 是 一 个 文字 (符号 ). 
定义 1 设 7 是 一 个 非 负 整 数 ， ao，al:; ... ，an € P. 称 形 
式 表 达 式 


Wi 
ao 十 oT + or + onT" = 》_ in 
人 


.16 . 
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为 系数 在 数 域 PP 中 的 一 元 多 项 式 {简称 数 域 已 上 的 一 元 多 项 式 ， 
更 简单 地 称 多 项 式 ). 

Qiri ( 令 aoz0 二 a0) 称 为 该 多 项 式 的 i 次 项 ,a; 称 为 i 次 项 的 
系数 ; co 又 称 为 常数 项 ; 若 an 天 0, 则 称 amnz” 为 首 项 (最高 项 ). 
an 为 首 项 系数 , 而 72 称 为 该 多 项 式 的 次 数 . 

若 多 项 式 中 各 项 系数 全 为 等 ， 则 称 此 老 项 式 为 零 多 项 式 , 记 为 
0. 不 规定 等 多 项 式 的 次 数 . { 注 也 有 规定 替 多 项 式 0 的 次 数 为 
一 cqy 的 . ) 

1 一 0 时 ，ao E 已) 也 称 为 也 上 的 多 项 式 . 

以 后 , 用 f(z),，g(%) 或 fg 等 等 表示 多 项 式 . 若 lx) 天 0， 
则 记 f(z) 的 次 数 为 deg f(z). 

设 deg f(z) 一 到, 且 f(z) = Da an 关 0. 如 果 守 > 了 我 


们 约定 f(z) 的 宇 次 项 系数 oi 二 0. 于 是 我 们 又 可 记 
f(x) = pa 
i=0 
这 样 ， f(z) 的 系数 构成 一 个 无 穷 序列 
GD0， 人 1 ry Mi 


在 此 序列 中 只 有 有 限 项 不 为 等 ， 反 过 来 ， 我 们 从 这 样 一 个 序列 也 可 
以 构造 出 一 个 包 项 式 . 

PP 上 所 有 以 了 为 文字 的 一 元 多 项 式 集 合 记 为 PIz]. 特别 P Cc 
Plzl|. 

定义 2 了 P[ 中 两 个 多 项 式 f(z) = 三 wz g(z) 和 bin 
称 为 存 等 ， 如 果 它 们 的 各 项 系数 都 相等 ， 即 di 一 bi, z 一 0, 1 “r+ 
此 时 记 为 

f{x) = g(7). 
显然 ，f(z) 才 0 且 f(x) = g(2), 则 deg f (x) = deg gl(z). 
. 17 . 
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下 面 讨论 P[z] 中 加 法 ， 减 法 与 苹 法 运算 . 
定义 3 Pl[zj 中 条 项 式 


f(x) = pb ai g(x) = > biz’ 
?二 们 * 二 人 0 
的 和 定义 为 靶 
f(z) + g(2) = (ar + bi)z'. 
t= 中 

显然 ， 序 列 go 十 加， 41 十 妈 .Gi 十 如 ，..,. 中 只 有 有 限 项 
不 为 零 . 故 f(zT) 十 g(x) 仍 为 多 项 式 ， 

我 们 具体 写 一 个 多 项 式 f(x) = 2 ay 时 ， 经 常 把 系数 为 从 
的 项 省 去 . 例如 二 0r 十 2 写成 1++ 22. 

例 1 设 Flz) 一 1 一 7r-4r3 十 6z4 十 375，9fz) 一 12 十 
7z4 十 8z8， 则 


Flz) 二 gr) 一 13 一 7 一 4 二 13z4 十 3z5 + Bes. 


容易 验证 ， 加 法 有 下 列 运 算 律 . 

1- 交换 律 : f(x) 十 g(x) = g(2) + f(z); 

2。 结合 律 : (f (3) 十 g(z2)) 十 h(x) = f(z) + (g(2) 十 天 ji 
3. D+ flr) = f(s); 时 

4. 设 jz) = az 记 ~f (2) = De 则 


f(z) + (—f(2)) = 0; 


5. 一 (一 上 一 f(z). 

有 了 加 法 及 其 运算 规律 特别 是 结合 律 ， 儿 项 式 f(z) = ao 十 
6 了 才 … 十 an3” 可 以 看 成 是 和 多项式 Q0，a4a17，...，dmz” 的 和 . 
于 是 再 由 交换 律 ， 它们 的 次 序 可 以 任意 排列 ， 求 和 之 后 是 不 变 的 . 


. 18 - 
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因而 一 个 多 项 式 不 一 定 按 升 知 次 序 排列 ， 例 如 1 十 35 十 522 也 可 
写成 5z2 十 3z 十 1，1 十 Sz? 十 37, 等 等 . 
定义 4 旦 jiz] 中 多 项 式 f(z), g(x) 的 著 定义 为 


f(z) — g(z) = f(z) + (-g(z)). 
如 果 f(z) = 于 wz g(z) = 三 Biwi 则 


po 


一 总 


减法 的 性 质 与 加 法 的 性 质 不 一 样 ， 特 别 注意 
gr) — f(z) = —(f (2) 一 9))， 
(f(T) — g(x) — h(z) = f(r) ~ (g(t) + hr)). 
定义 5 了 加] 中 多 项 式 f(z) = 基 wot gfz) = 总 5 的 
积 定义 为 


Flz)gfz) = | », ou rt. 
如 果 记 f(z)g(z) = 三 cpzh, 风 


Ck 一 S, aib; 


寻访 
= Go 十 GT 1 二 十 QR i + axrbo 


k=0, 1,..., 
如 果 deg f(z) = mm, 即 a = 0, :> mm; deg g(r) = n, 即 
0; 二 0, 7 > n. 于 是 ， 上 >> mm 十 nn 时 ， 车 十 7 二, 则 必 有 
2 > 172， 或 了 > 站 于 是 qiby 0. 因而 c6 = 0, Yk > mm 十 nn. 所 以 
flzjgtzj € Plz]. 


. 19 . 
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例 2 设 f(z) = 二 122 十 Iz 十 1 9(2) = 127 一 lz 十 1. 则 
Frfz)jg(z) 一 1124 十 12 +1. 


容易 证 明 乘 法 有 下 面 的 运算 律 . 

1 交换 律 : f(z)g(z) = g(x*)f (7). 

2。 结合 律 : (7(zjg(z))atz) = Flzj(g(z)alz))， 

事实 上 , 设 f(z) = PA g(x) = Die R(x) = i 
于 是 


(f(z)g(z)h(s) 
一 人 ( pb ba 0 ) a Fi 


m=0 于 大 一 ma “人 十 一 ! 


二 ( DD wer] om 


fi 一 由 《4 十 了 十 天 一 fm 
| 全 oj 
m=—0 \itn=m 十 天 一 必 
= f(z)(g(z)h (2)). 
3, 1.f(7)= f(x). 
4. 0.f{z)=0. 


乘法 与 加 法 之 间 有 分 配 律 : 
(+eg))h(z) = f(a)h(s) + g(z)h(z). 
事实 上 ， 


3 tiTi 十 > hr! B so) 
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-5 5 tee 


二 0 4 二 j 一 衣 
Ty 1 

= > aicjZe +» pa bicjw* 
大 一 日 十 了 一 天 天 =0 计 jj 一天 


-EE BE 


如 果 多 项 式 f(x) 的 ， 次 项 为 17 央 a; 二 1, 我 们 就 记 为 zt 
由 结合 律 ， 我 们 可 以 将 多 项 式 x 看 成 人 :XT:… 了 


易 证 ， 多 项 式 的 运算 与 次 数 之 间 有 下 面 的 关系 . 
deg(f(z) 士 9(z)) < max(deg f(x), deg 9g(zj)、 
deg(f(z)g(z = deg f(£) 十 deg9f(z)， 
特别 ， 由 第 一 个 关系 立即 得 到 下 面 结果 . 


f(z)g(z) =0 当 且 仅 当 ffz)=0 或 g(z) 一 0. 


习 题 


1 设 忆 是 数 域 f(x), g(z), h(tz) € Plz], 9 f(x) 十 gz) = 
f(T) 十 h(z). 试 证 g(x) = h(x). 


2 设 f(x), g(x), h(x) € Plz], 有 f(x) # 0. f(x)g(z) = 
f(z)h(z). 试 证 g(x) 一 h(2). 


3 设 f(2), g(z) € Plz], f{z) A 0, g(7) #0. 又 deg(f(z)gfz)) 
二 deg 9g(7). 试 证 f(z)=cE€P. 


， 2] 
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4 设 m, neE€EN. 了 (rz) Ee P[zxl. 归纳 定义 
广 (z) (f(x)) = f(z), 
f°(z) = (f(2)" = Fe) (2). 
试 证 
1 fF"(nf™ = (2 
2) 《二 大 (0 
3) 人 Fa)gt) 关 二 后 )9 (2); 
4) (e+g(z) = 并 的 六 eg 人 oh 
这 里 f(z),， (Zz) 定义 为 1. 


1.3 “人 带 余 除 法 


两 个 多 项 式 相 除 ， 不 一 定 是 多 项 式 ， 也 就 是 说 ， 在 多 项 式 的 范 
围 来 讨论 问题 ， 原 则 上 是 不 能 用 除法 的 . 一 种 替代 的 具 法 是 所 谓 的 
带 余 除法 ， 

定义 1 设 P 吓 是 一 个 数 域 .f(zx), g(7z) € Pl[z]. 且 g(x) 关 0. 
如 果 gq{z), r(z) E 卫 [z] 满足 下 面条 件 ; 

1) f(x) 一 92)G(Z) 十 站 

2) YYfz) =0 或 degrfz) < der gl(7), 

则 称 g(z) 是 go 除 f(T) 的 商 ( 式 ), r(x) 为 gz 除 f(z) 的 余 
( 式 ). 

自然 ， f(z)，9(z) 分 别 叫 做 被 除 式 ， 除 式 . 

例 1 求 22 一 3z 十 1 除 32* 十 4x? 一 5z 十 6 的 商 式 和 余 式 . 

解 ” 我 们 可 以 用 如 下 算式 进行 运算 ， 


99 ， 
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3 十 13 
zr2 一 3r 十 1) 3r7 + 47 — Br 十 6 


3z3 一 gr? 二 37 
13z2 一 8 + 6 


13xz2 — 39r 十 13 
3lx 一 7 
由 此 可 知 ， 商 式 ， 余 式 分 别 为 3 十 13, 31zx 一 17. 口 
如 果 f(z) 一 2 aiz'，g(Z) 二 工 一 a. 那么 余 式 7 € P， 商 式 


nr—1 
q(x) = 沁 六 .此 时 有 下 面 关系 式 : 
了 一 


bi = Aan 
bi = abitit omit+1 i 一 1 
人 二 Go 十 op 


特别 ， 
r 一 2 ,ma 一 fle). 
一 0 


于 是 ， 可 用 下 宕 算出 g(x) 的 各 项 系数 与 7. 
a| an Hn 1 -Ht tn 
i 
这 就 是 所 谓 的 综合 除法 . 
例 2 求 z+1 除 24 一 8z3 十 T2 十 4 一 6 的 与 商 式 与 余 式 . 


解 用 综合 除法 列表 如 下 

-LI| 1 -8 1 4 -6 
. 1 -9 10 -6 0 
” 即 祭 式 为 零 ， 商 式 为 23 一 9x? 十 10x 一 6. 口 
例 3 求 了 -3 除 2z5 一 嫉 一 3rz3+z 一 3 的 商 式 与 余 趟 . 
解 ”用 综合 除法 列表 如 下 ， 
3| 2 -1 -3 0 1 -3 

2 5 12 36 109 324 


: M3 ， 
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因而 商 式 为 2z4 十 523 十 1272 十 36z 十 109, 余 式 为 324， 口 

一 般 ， 商 式 与 余 式 是 否 存在 ? 如 果 存 在 ， 是 否 唯一 ? 这 种 问题 
是 数学 中 经 常 磁 到 的 问题 .于 商定 理 就 是 回答 . 

定理 1 设 f(x), g(x) € Plz], 且 g(x) 关 0. 则 f(x) 除 以 

5g(7) 的 商 式 与 余 式 存在 唯一 . 

证 首先 证 明 商 式 在 H(z) 与 余 式 rz) 存在 . 

如 果 f{z) 一 0 或 deg f(x) < deg g(7), 则 取 g(x) = 0, r(x) = 
fz), 即 

f(x) = g(x) :0 + f(z). 

所 以 0，f(z) 分 别 为 商 式 与 余 式 . 

余下 讨论 deg f(z) > degg(z) 的 情况 . 由 于 deg f(x) < 
deg 9g( 工 ) 的 情况 已 经 成 立 . 故 可 对 f(x) 的 次 数 用 第 二 归纳 法 来 证 
明 . 设 


f(z2) = Deh am 天 0 
go = D5 bn 20,n<m. 
仿 
f(x) = f(z) — 9 人 应 En (1) 


则 
deg fi(2) < deg f (7)- 
于 是 有 gif(z)，rfz) € P|z], 使 得 


fi(s} = gr) (7) + r(x), (2) 
r(x) = 二 0 或 degr(z) < deg g(x). 


将 (2) 代入 (1), 整理 后 可 得 
f(z2) = gfz) (Ps +) +r(o), 


，24 . 
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于 是 各 x™ "十 g(x), r(x) 分 别 为 g(x) 除 f(z) 的 商 式 与 余 式 . 
再 证 次 式 与 余 式 的 唯一 性 . 
设 g(z)，r*fz) 与 p(X)，s(7T) 都 是 g(7) 除 了 (2) 的 商 式 与 余 
式 . 因而 


f(z) = H(z)9T) 十 rz) = 9(2)p(2) + s{z), 


因此 ， 
Pr(ZD) 一 sf2Z) = g{2) (plz) — g(7)). 


若 p(z) 隆 7), 由 9(z) 关 0. 故 ?(z) 一 slw) 半 0. 但 
deg(r(2) — s(2)) < deg g(2) < deg(g(x) (p(x) 一 人) 


这 是 了 矛盾 的 故 p(x) = q(x), 从 而 rz) = 8 他 ). 口 
定义 2 设 有 1(z), f(z), g(7) E Plz]. 且 gtz) 和 关 0， 如 果 
9(T) 除 廊 (z)， 产 (了 ) 的 余 式 相同 ， 则 称 所 (2)，f( 工 ) 模 9f(z) 同 
余 , 记 作 
万 (z) = 户 (z) (mod g(7))- 


否则 ， 称 方 (z)， 户 (z) 机 9(z) 非 同 余 , 记 作 
f(z) A f2(2) (modg(z)). 


例 4 zx2 27z++2=2? (mod(x— 1)). 

因为 + 一 1 除 x?2 一 2z -+ 2, x? 的 余 式 都 是 1. 口 

定义 3 设 jrj 9tz) € Plzj, 且 g(x) 关 0. 若 9(z) 除 
ffz) 的 余 式 为 0, 则 称 9(z) 能 整除 f(x). 此 时 , 称 g(z) 为 f(zx) 
的 恩 式 , f(T) 为 9(z) 的 能 式 . 记 为 g(z)|f(z). 

9tz) 整除 了 (7T)，(g9(2)|f(2)) 也 就 是 说 在 在 9g(z) E 卫 [z], 使 
得 

f(x) = g(x)g(7). 


” JB ， 
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注意 到 ，g(zx) 除 0 的 余 式 为 0, 故 g(x)|f(z), 也 就 是 f(2) 与 
0 模 g(z) 同 余 ， 即 


f(z) = 0 (mod g(x)). 


对 于 同 余 ， 整 除 有 很 多 重要 有 趣 但 又 很 容易 证 明 的 性 质 我们 
只 举 出 一 部 分 . 
1. fi(z) 三 天 (x) (modg(z)) 当 且 仅 当 


fi(z) — fo(x) = 0 (modg(2)). 
事实 上 ， 车 及 (x) 三 f2(z) (modg(x)), 则 有 
fi(z) = g(w)qi(z) 十 r(x), 1 一 1, 2. 
因此 
f(z) ~ fal®) = g(r) (nn (z) — gat2)), 
故 
f(z) 一 户 (2) = 0(mod g(z)). 
反之 ,者 亡 (zj 一 (2) 三 0 (modg(7z)), 即 有 
万 (z) — fo(2) = g(x)a(z). 
设 g(z) 除 所 (7) 的 商 式 ， 余 式 为 gi(f), Ti(Z), 故 
f(z) — f(x) = g(z) (gi(7) ~ qa(2)) 二 (ra(z) — r2(2)). 
即 g(z) 除 万 (z) 一 疡 (z) 的 余 式 为 ri(z)] 一 ?2(2), 又 为 0. 因而 
f(z)， 包 {ZX) 模 g(2) 同 余 ， 口 
2。 设 有 (2) 三 (2) (modg(z)), 主 一 1，2， 则 
f(x) + fo(2) = hi(z) + h(x) (modg(z)), 
fw) faz) hz hoz) (mod g(x)). 
.36 - 
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事实 上 ， 如 果 天 (tz) 除 以 g(x) 的 余 式 为 7;(X)， 则 容易 看 出 
所 {2z) 士 疡 {z)] 除 以 g(x) 的 余 式 为 ri(T) 士 ra(zj， 因而 f(x) 三 
hi(z) (modg(z)), 一 1 2 推出 
(2) + fax) h(x) + Ratz) (mod g(z2)). 


其 次 ， 我 们 注意 到 ， 天 (2) 一 R(x) = g(x)qi(x), 1 二 1, 2. 于 
是 
fi(z) fas) — hi(z)hztz) 
= fi1(2)fo(2) — fi(z) ho(x) + f(x) ha(7) — hi(z)ho(z) 
= f(z fo(z) — ho(x)) + ho(T) fi (2) — h(x)) 
= gzHfi(z)g2 (7) + hal(z)gr lr)). 


由 性 质 1 知 万 (zj 户 (z) 三 hi(z)h2(z) (mod g(7)). D 
3. veeP, co0, f(z) e Plz]j, 有 clf (2). 
事实 上 ， f(z)=c: (cf(2)). D 


4. 设 f(z), g(x) € Pl[z), 且 f(x) A 0, g(x) 天 0， 则 
f(z)lg(z), g(z)|f(z) 的 充分 必要 条 件 是 存在 c € 卫 ，c 天 0, 使 得 
f(x) 一 c8(zh 

事实 F，Fz) =cg(z) 即 g(x)|f(z). 另 一 方 而 ，c 关 0,， cE 
也 , 故 g(x) = 二 cif(z). 即 f(z)|g(z). 

如 果 f(z)|g(z)，g(z)|f(2), 因而 有 


f(x) = gz)P(zh 
g(x) = f(x)g(x). 
于 是 
fz) = zj)p(z)d(z). 
因而 
Plz)q(z) = 1. 


# 
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注意 到 deg 1 = 0. 大 degplz) = deg9(z) 二 0. 即 有 p(T) 二 cE€ 
Pu. 口 

5。 车 glz)|fi(z), t 一 1， 2， + k, 则 Yui(z) 忆 Pl[z], + 二 1 
2,..., 上 让, 都 有 


上 
g(z)| > w(x)filz). 
i—1 
事实 上 ， 由 性 质 2, 有 


Zastz)j(z) = Du(z)0 (mod g(z)) 
i=1 
= 0 (mod g(x)). 


我 们 称 荆 wz)Fa) 是 有 (x)， 记 (2)，...， 订 (x) 的 一 个 组 合 . 


6， 设 f(z), g(7), h(xz) € Plz], g(z) #0, h(z) #0. 若 
h(x)|g(r), og(z)|f(z), 则 hz)| F(T). 
事实 上 ， 由 g(xz) = h(x)q(z)，f(z) = g(z)92(2) 可 得 


fz) = hlz)(g(z)g2(7)). 9 


7. 设 卫 , PP 者 是 数 域 , 且 卫 C B. 又 设 f(z), g(x) E P[z] C 
Pl[zl, g(x) 关 0, 则 g(z) 除 f(z) 在 P[z] 中 的 商 式 g(z) 与 余 式 
r{z) 也 是 9(2) 除 f(x) 在 P[z] 中 的 商 式 与 余 式 . 因而， 在 Plz] 
中 ， g(z)|f(z) 当 且 仅 当 在 Bfz] 中 ， f(z)lgt(z). 


习 题 


1 求 用 (x) 除 f(z) 的 商 式 9(z) 与 余 式 r(z): 
i) f(t)=2 3522-1, gr) 一 3z2 一 2z 十 1 
2) ffz) 一 2 一 27 十 5 9(z) 一 22 一 2 十 2 
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2 mp， 9 适合 什么 条 件 时 ， 有 pod 
1) z+ mz 1 +pr+ gq? 
2) z+mzet+llzt+prt+a. 


3 用 综合 除法 求 9(z) 除 了 (ZT) 的 商 式 与 余 式 : ‘ 
+ 站 ?OH 
1) f(x) = 227° — Sr — Br, g(t)=2+3; thx +12% 7 / 
-2 
2) f(x)=2 -2 — 2, g(t)=7—1+2 和 x LI 


4 用 综合 除法 把 f(x) 表 成 了 一 xo 的 方 守 和 | td 十 2 


fe) = Dale ~ zo) 


的 形式 ， 

1) f(z)=2°, zo=1; 

2) f{1) 一 于 一 272 十 3，20 三 一 2; 

3) flz) = st +21 (1+ Vv-lr? 一 3z 十 7 十 
vV-l, zo = 一 V 一 |. 


5 设 g(x),， 及 (7),， f2(z) E 王 加，g(z) 关 0. 以 5i 表示 所 有 与 
fi(z) 模 g(x) 同 余 的 多 项 式 的 集合 ， 即 


Si = {f(z) € Plz]|f(z) = fi(z) (mod g(2))}. 


斌 证 91 门 52 夭 攻 当 且 仅 当 万 (z) 三 f(z) (mod g(x)) 当 且 
仅 当 S1 一 ,32， 


6 求 f(x), 9(2) E R[x], 使 得 degj(z) 关 degg(x), 且 


f(z — g(r =0 tr +r +r+l. 
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设 是 一 个 数 域 ， 及 (z)，f(z)，g(z) & Plz]， 如 果 hh(Z) 既 
是 f(x) 的 因 式 ， 又 是 gtx) 的 困 式 ， 邵 


PCzj7 tr)，Rz)9Cz， 


则 称 (Zz) 为 f(z) 与 9(x) 的 公 因 式 . 

例如 ， 22 一 1 是 x 一 1 与 2 一 1 的 公 因 式 . 

定义 1 车 d(x), f(z)，g(x) E P[zj, 及 d(x) 关 0， 如 果 
d(x) 满足 下 面 两 条 件 ， | 

1) d(x)|f (zx), 二 ZE 

2) 车 h(z)|f(z), h(z)lg(z2), 则 hlw)ld(z) 

则 称 dr) 是 f(z) 与 9(x) 的 最 大 公 因 式 . 

从 1) 知 ，d(z) 为 f(T), g(7z) 的 公 因 式 ， 分 则 说 f(z), g(x) 
的 任何 公 因 式 都 是 d(x) 的 面 式 . 

例 1 zf 一 1, Tz 十 1, Xx? 一 1 都 是 5 一 222 十 1， x 一 1 的 公 
因 式 ， w* 一 1 是 它们 的 最 大 公 因 式 . 

关于 最 大 公 因 式 有 下 面 性 质 : 

1。 若 d(z) 是 f(z) 与 g(x) 的 一 个 最 大 公 因 式 ， 则 由 (z) 为 
ffz) 与 ffz) 的 最 大 公 导 式 当 县 仅 当 d(x) 二 cd(z), cEP, cz 
0. 

事实 上 ， 了 因 dfz) 为 最 大 公 因 式 ， 由 (x%) 也 为 最 大 公 因 式 ， 则 
di(z)ld(z), da(z)ldi(z). 因而 ， 中 (zz) = cd(x), ec EP, cA 0. 
反之 ， 车 此 式 成 立 ， 则 d(x)|d(z); 故 (5)|f(z)，di(z)l9(x). 故 
dtz) 为 公 因 式 ， 若 R(x)| 了 (zx),， 上 (zw)|g{z). 由 于 d(z) 为 最 大 公 因 
式 ， 故 h(xz)ld(z), 但 d(x)|di(z). 因 面 Rx)|di(z). 即 d(z) 
大 公 因 式 . 
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2， 设 MKz)，d(z) 分 别 是 f(z)，g(z) 的 公 因 式 ， 最 大 公 因 
式 . 则 
deg h(x) < deg d(x), 


而 且 ， 当 且 仅 当 h(x) 也 是 最 大 会 因 式 时 等 号 成 立 ， 

由 h(x)ld(x) 知 上 面 不 等 式 成 立 ， 若 Atz) 为 最 大 公 因 式 ， 则 
h{z) 二 cd(z), c EP, c 关 0. 于 是 等 号 成 立 . 反之 , 车 等 号 成 立 ， 
于 是 d(x) 一 hlz)alz) 中 deg 9(7) 二 0. 于 是 d(x) = 二 ch(x), eE 


P, c 关 0. 故 h(x) 为 最 大 公 因 式 . 品 
3， 若 g(2)|f(z), 则 g(xw) 是 f(T) 与 9(X) 的 一 个 最 大 公 因 
式 . 口 


从 这 些 性 质 可 知 ， 如 果 f(z)，g(X) 的 最 大 公 因 式 存在 , 就 不 是 
唯一 的 ， 但 彼此 之 间 差 一 常数 因子 ， 它 们 为 公 因 式 中 次 数量 高 者 ， 
它们 之 中 有 唯一 的 一 个 首 项 系数 为 1 (这 样 的 多 项 式 称 为 首 一 多 
项 式 ) 的 最 大 公 因 式 ， 记 为 


(f(z), g(x). 


下 而 我 们 将 证 明 最 大 公 因 式 的 存在 性 . 
引 理 1 设 f(z) 除 以 g(x) 的 余 式 ， 商 式 分 别 为 rfz]，dfz). 
又 【gf(z)，rf2)] 存在 ， 则 (f(z2)}，g(x)) 存在 ,县 


(f(z), 9(7)) = (g(7), Tr(2)). 


证 只 要 证 明 f(z) 与 9(z) 的 公 因 式 的 集合 和 g(z) 与 r(z) 
的 公 因 式 的 集合 相等 就 行 了 ， 设 h(xz)|f(z) h(x)|g(z). 于 是 


h(x)|f(z) — g(x)q(z) = r(z), 
即 h(x)|g(z)，h(z)|r(z). 反之 ， 设 (x)jg(z)，k(z)Ir(z), 则 


k(x)|g(z)a(z) + r(x) = f(z), 
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即 R(x) 为 f(z2),， g(x) 的 公 因 式 . 因而 引 理 成 立 . 口 

推论 设 Fr) 除 以 gz) 的 余 式 为 r{z), 且 rzjlgtr)， 则 
r(Zz) 为 f(x) 与 9) 的 最 大 公 因 式 . 

事实 上， 此 时 rfz) 为 g(x) 与 r(r)] 的 最 大 公 因 式 ， 因 而 也 是 
f{2) 与 9(z)] 的 最 大 公 因 式 . 口 

在 引 理 1 的 证 明 中 并 未 用 到 >(z) 是 余 式 这 个 条 件 ,仅仅 用 到 
Fr) = g(x)q(z) 十 rT(z) 这 一 事实 . 这 个 引 理 说 明 , 求 f(z) 与 g(2) 
的 最 大 公 因 式 变 成 了 求 g(x) 与 r(x) 的 最 大 公 因 式 , 这 里 r(x) 二 0 
或 deg7{2z) < deg g(x)， 这 就 使 我 们 可 以 用 归纳 法 来 证 明 f(zx)， 
9(Z) 的 量 大 公 因 式 的 存在 ， 如果 两 个 多 项 式 中 有 为 零 的 ,这 时 很 简 
单 ， 因 而 ， 只 人 须 考查 两 个 非 零 的 多 项 式 的 最 大 公 因 式 ， 

定理 2 号 [x] 中 两 个 非 零 多 项 式 f(x)}，g(x) 的 最 大 公 因 式 
(7(z)，gfz)) 存在 ， 且 为 f(z) 与 gf(z) 的 组 合 . 

证 我 们 对 min{deg f(x), deg g(x)} = n 作 归 纳 证 明 、 不 妨 
假设 deg gf(z) < deg f {7). 

n= 0, 即 gx) =c € Pc 0 显然 cjf(z).、 于 是 
(f(z), g(t) =1. 且 1=c g(r)+0.f(z) 为 f(x) 与 g(x) 的 
组 合 ， 即 定理 成 立 ， 

设 nn 达 上 时 ， 定 理 成 立 ， 现 证 n= 二 卡 十 1 时 定理 成 立 ， 此 时 
deg g(2) 一 及 十 1. 设 gfz)，r(z) 分 别 为 g(x) 除 f(z) 的 商 式 与 余 
式 ， 因 而 

f(z) = g(x)g(7) + r{2), 


Tr(w) 二 0 或 degr(x) < deg glx). 


车 r(x) = 二 0, 则 g(x) 为 f(z) 与 g(x) 的 最 大 公 因 式 . 设 g(x) 
的 首 项 系数 为 8. 于 是 


(f (2), 9g(2)) = bg(7) = 0. f(r) + 6 1g(z). 
因而 定理 成 立 . 
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车 r(x) 关 0, 于 是 


min{deg g(x), deg r(x)} 
= deg r(x) 
< deg g(x) 
二 此 十 1. 


由 归纳 假设 (g(x), r(x)) 存在 ， 且 有 ww1(x), v1{(z) E Pz] 使 得 
(9g{2), r(x)) = u(r)g(r) 十 OZ) 
因而 


(f(z), g(x)) = (9(2), 7(2)) 
一 MY) + (rw) fr) — g(r)g(r)) 
= u(x)f(7) + v(x)g(r), 


即 定理 在 n 二 名 十 1 时 成 立 ， 故 定理 成 立 ， 口 
引 理 1 与 定理 2 不 仅 告诉 我 们 (了 (2), g(x2)) 的 存在 性 , 而 且 告 

诉 了 我 们 一 种 求 出 它 的 办 法 以 及 如 何 将 它 表示 为 f(x) 与 g(x) 的 
组 合 ， 其 步骤 如 下 ， 以 g(73) 除 f(z) 得 余 式 rtz)i r(zZ) 关 0, 以 
r(z) 除 gfz) 得 余 式 ri(zji ri(z) = 0, 则 r(2) 为 最 大 公 因 式 ， 
rifz) 关 0, 以 miftzy 除 rfz) 得 余 式 rafz)，.... 写成 数学 表达 式 ， 

f(x) = (TNT) 十 了 (Dj 

8(2) = 7r{(2) gq (2) + r(x) 

rz) = ri(T)g2(T) + Talx) 


Te—2(T) = ro 1(T)9s(T) + rst) 
Ta—1(2) = 了 gf 了 Ge 二 ID 


由 于 
deg g(x) > degrfz) > degrafz) > .…., 
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故 一 定 有 re+i(z) 一 0, 即 rs(z2)|rs_1(z). re(7) 即 为 f(x) 与 g(x) 
的 最 大 公 因 式 . 且 

rs{2) = rs—2(T) 一 Te—1(T) gs (2), 
到 可 将 re—1(F) 换 成 Ye 2 人) 与 ra_3(2) 的 组 合 ， 和 依次 下 
去 。 就 辣 将 了 ef 表示 为 fx) 与 g(z)} 的 组 合 ， 再 挫 以 rs(w) 的 首 


项 系数 就 可 以 了 . 这 种 求 最 大 公 因 式 的 方法 称 为 辊 转 相 除法 . 一 般 
我 们 用 下 面 形式 表示 : 


qi(7) 


例 2 求 (f(z),，g(2)) 及 w(xz), v(x) 使 
(fx), g(r7)) = ur) f(z) + v(x)g(2) 


其 中 f(r) 二 X23 十 2x72 一 55x 一 6, gz 一 22 十 了 一 2. 
解 ”用 回转 相 除 法 ， 有 
子 z x 二 TT 一 了 2z23 十 2 了 2 一 与 世 一 后 | 区 十 1 
2 十 了 2Z3 十 22 一 27 


这 几 7(z) = 二 一 47 一 4, rifz] 一 一 2，rafz] 一 0 故 
(f{z), g(2)) = 1. 


面具 由 
f(z) 一 gz) 人 十 思 十 (一 和 一 外 ， 
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g(z] = (-4z -4)(—72) + (-2) 


得 
1= 导 (2) = 也 (go(z]) -r(z)( 一 3 
= 本 fo- Ge) -eejte+ 1 
补 x x 1 
= -2f() + (T+ 3)9(), 
即 可 取 wu(z) 二 一 间 , v(2) = (2 十 人 一 和). 口 


定义 2 设 (zx)，g(z) E PIzl], 如 果 
(f(x), g(2)) = 1, 


则 称 f(z) 与 9{x) 互 熹 . 

如 果 f(z), g(x) 互 素 ， 则 f(x), g(z) 的 任何 公 因 式 都 是 非 零 
常数 ， 上 友 过 来 也 是 对 的 . 

定理 3 设 f(z)，g(Z) E Piz]. 则 f(x) 与 9(x) 互 素 的 充分 
必要 条 件 是 存在 如 zj E 卫 [z] 使 得 


u(z)f (2) + wzjg(z) =1. 
证 ”必要 性 可 由 定理 2 得 到 . 反之 ， 如 果 
u(z)F(z) + wz)g(z) =1. 


由 (f(z), g(r) f(r), (flr), g(r))lo(z), 和 (f(z), g(z))|1， 专 
(CU ge E 卫 又 (f(x)，g(x)) 的 首 项 系数 为 1, 天 (f(z)， 
gfz)) = 1. 充分 性 得 证 . 口 
定理 4 设 f(x), g(x), h(z) € Plz], 且 
(f(x), g(x)} = 1, 下 EPE 
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则 
fr)h(r). 
证 由 (f(z), g(7)) 二 1, 故 有 (x)，v(X) 使 得 
1 = wu(z)f (7) + vr)g(r). 
因此 


h(x) = wu(z) f(z)h(s) + vz) g(r) hr). 


于 是 由 f(z)lu(z) F(z)a(e), fr)lvtr)g(tr)}h(z) 知 F(T)IR(T). 日 
推论 设 (f(x),， f(x)) = 1, 且 f(x)lo(z), :二 1,2, 则 
f(z) fa(z) g(r). 
证 由 及 (2)lg(z), 知 g(x) = 帮 (2)q(x). 又 由 


f(x)lg(z), (fi(x), flz)) = 1 


知 产 {zjig(tz). 故 qz) = (2)h(z), gz) = 广 (z)f2(z)h(z)， 推 
论 成 立 . 9 

下 面 我 们 讨论 任意 有 限 和 多 个 名 项 式 的 景 大 公 因 式 . 

定义 3 设 万 (zh (2) ,fr(2) (Kk > 2); d(x) € Plz]. 
如 果 dl(z) 满足 下 面 两 个 条 忻 : 

1) drHfle), 1 <i<k; 

2) 车 hh(z)|f(2), 1 < i < k, 则 hlz)lad(z), 
则 称 以 二 为 有 (2)， 据 (2)，...， 失 (x) 的 最 大 公 因 式 . 

如 同 记 二 2 的 情形 ， 可 以 证 明 如 果 及 (x2), f2(2), ..., 所 (5) 的 
晤 太公 因 式 存在 ， 答 此 之 间 可 以 差 一 个 非 零 常数 因子 . 因而 有 唯一 
的 普 项 系数 为 1 的 最 大 公 因 式 ， 记 为 


(f1(7), fal2), ..., f(z)). 


定理 5 设 甩 (7), f2(2), .…., 所 (7) E PI[z] (k > 2). 则 有 下 
和 面 结果 : 


. 36 . 
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1) (六 (zh foal), se 大 (用 存在 ， 且 


(fi(x), fz{x), "9 fetr)) 
一 民有 2 fzl7), = fr_1(2)), fz)); 

2) {fv), f(x) filz)) 是 (7), f(z), ,fr(T) 的 
组 合 ， 
3) (五 (zh 户 (Dh | fr (2)) 二 1 ( 称 万 (hh f(r), “wy 
态 (z) 互 素 ) 的 充分 必要 条 件 是 存在 wi(z) E P[z] (1 < 不) 使 
得 


上 
Pwr f(r) = 1. 
ey 
证 对 上 友 作 归纳 证 明 ， 并 三 2 时， 定理 成 立 . 现 设 下 一 1 时 
定理 成 立 ， 记 di(z)} = ((fi(x), 有 (有 1 六) 
1) 车 商人 | 站 (人 1 < i 则 站 位 Ja 人 (zh RE)|A(T). 反 
之 ， 车 h(z)|d (mr h(z)|f(z), 则 有 R(T)(2), 1 和 之 之 上 一 1 及 
也 和 让 天 人) 因而 《Ga 大 (人 用 为 (2) f2(2),...， (3) 的 最 
大 公 因 式 ， 自 然 ， 
(f(x), f(r), oo, fF)) 
= ((f1{2), falz), sa fp_1(z)), fr(r)). 
2) 由 于 (di{z)，fx(z)) 是 di(2) 与 大 (z) 的 组 合 ，di{zx) 是 
用 (ZT)，J2(T)， 有-1(XY) 的 组 合 ， 培 (Ff1(2) Jo), ...， f(z)) 
是 fil(x), f2l2), a frlz) 的 组 合 . 
3) 必要 性 可 由 2) 得 到 . 有 反之， 由 于 
(f(x), 大 (zh “9 fetrh) | fi(z), 1 < 1 < 大， 
故 k 
(f(z), falz), ., fT) Dir) fi(z) = 1. 
i=] 


1 7 .， 


Maked by freekaoyan.com 


www.freekaoyan.com 


故 《 厂 (zh folz), .f(T)) = 1. 


< 


这 样 二 时 定理 成 立 . 故 定 理 成 立 . 口 
习 题 


求 所 rz) 与 9(%) 的 最 大 公 因 式 : 
1) f(z}=74+2 — 32 一 4 一 1 
gf{(z) 一 2 十 2 一 工 一 ] 
2) f(x)= 1 — 4dri+l1, 
g(x) 一 23 一 3z2 ++1; 
3) Flz)] = 了 4 一 1022 十 1， 
g(z] 一 24 一 4V2z3 二 62 十 4w2z 十 1 


求 u(z),， v(T) 使 zz) 十 zigtZ) = (f(z), g(7)): 
1) zy 一 z4 十 2r3 一 了 2 一 47 一 2， 
g(z)= 7 +r 227 — 2; 
2) fr) 一 dr4 一 273 一 1672 十 57 十 和 
gf(z) 一 223 一 2 一 57 十 4 
3) 一 2 一 中 一 4 十 4 十 |， 
gfz) = 22—x—1. 
设 f(z) 一 23 十 [1 十 区 22 十 2 十 2 gz 一 2 十 t 十 2 的 
最 大 公 因 式 的 次 数 为 2. 求 +, 忌 的 值 . 


证 明 : 如 果 d(z) = wu(z)f(z) 十 v(z)g(z), 则 d(z) 为 f(z)， 
g(z) 的 最 大 公 因 式 当 且 仅 当 d(z)|f(z) 及 d(x)|g(z). 


设 h(z) 是 首 一 多 项 式 .证 明 
(FP) hs), gxIh(2)) = (Fx), 9g(2)) R(T). 


如 果 f(z)，g(7) 不 全 为 零 ， 证 明 


(A so) ) -1 
Ce), gl)’ la), g(a) /i 
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其 中 fpsyy， ty easy 分别 表示 f(z), 9(z) 除 以 (J (2)， 


gfz)) 的 商 式 . 


7 证明 如 果 f(%)，g9(X) 不 全 为 零 ， 是 


8 


9 


uz)f (rT) + vr)g(r) = (f(z), gf 
则 (wl), v2)) = 1. 
证 明 : 如 果 (f(z), g(x)) 二 (f(z), hz)) 二 1. 则 
(f(z), g(r)h(2)) = 1. 
设 (2), gilz) € Plzl, 1 < i < m, 


1 < 
(filr), gj(2)) =1,1<1i<m,1<7n. 试 证 


和 ee 站 so -1 
j=1 


+ 二 ] 


设 (f(x)，g9(7?)) 二 1 试 证 (f(z)g(2x), f(x) 十 9(2)) 二 1. 


设 (x) == af{z)+b9(7), gu1(7) = cf (rT) + dg) 


,a,b, c,d 


€ P, 有 ad— bc 0 试 证 (f(x), 9(2)) = (fi (2), 91(2)). 


设 (f(z), 9(2)) 二 1. 试 证 (f(z2™), 9g(2™)) = 1， 


设 deg rar ray > 0, deg rye drsyy > 0. 
{区}), Vv( 攻 ) 满足 
g(r) 
(f(z), g(r)) 
f(x) 
(f(z), 9(2)) 


deg ulT) < deg 
deg (2) < deg 


使 得 
ur)f rz) + vz) g(r) = (f(z), 9(2)). 


(m > 1). 


试 证 存在 


.39 . 
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t14 设 gtz) 关 0. 又 f(x) 三 h(x) (mod g(x)), 试 证 
(Flr), g(2)) = (R(T), gtF)). 
15 求 一 次 数 最 低 的 多 项 式 fz) 使 得 
* flzx) = 
z+T+1i(modrt 一 2x3 一 222 十 107 一 分 ， 
| 272 — 3(modrd — 2z3 — 372 + 13z — 10). 
16 求 多 项 式 f(z) 使 得 
(x° + DIfF(z), (2 + 2 + DCF) + 1). 
17 设 f(zZ)， gz) EPZ. 试 证 下 列 条 件 等 价 ， 
1) (f(z), gz 一 了 
2) 4u(x) € Piz], 使 得 w(x)f (2) 三 1(modogtz))i 
3) 3w(X) €E Plz], 使 得 v{x)g(z) 三 1 {mod f(x)). 


1.5 因 式 分 解 


中 学 数学 中 介绍 了 一 些 因 式 分 解 的 方法 .而 且 对 多 项 式 进 行 因 
式 分 解 时 ， 总 是 要 求 分 到 不 能 再 分 的 程度 、 但 什么 是 不 能 再 分 呢 ? 
这 就 要 依 情况 而 定 。 例如 


x —4= (rt 一 2)(z2? 十 2)， 


如 果 将 24 一 4 作为 [rz] 中 元 素 ， 上 面 分 解 就 是 不 能 再 分 的 了 . 但 
作为 及 |z] 中 元 素 ， 还 可 以 继续 分 解 ， 


2 一 4= {7+2)(r — V(r + V2), 
. AD . 
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而 且 作 为 RIz] 中 元 素 ， 这 个 分 解 是 不 能 再 分 解 的 了 . 但 作为 C[z] 
中 元 素 又 可 以 再 分 解 ， 


x71 4= {2— Var + v2 — va) (r+ Vv—2). 


当然 ， 这 是 不 能 再 分 的 了 . 
“不 能 分 ”的 多 项 式 的 确切 数学 定义 如 下 : 
定义 1 数 域 局 上 多 项 式 p(x) (deg p(x) 之 1) 如 果 不 能 表示 
为 卫 [z] 中 两 个 次 数 小 于 deg ptz) 的 多 项 式 的 习 积 ， 则 称 p(x) 为 
P[zj 中 不 可 约 多 项 式 . 如 果 f(z) E 卫 [z], 存在 产 (z) € Plz], i = 
1，2， 人 使 得 


frz) = f(z)folz), deg fi(2) < deg f(z), 1 = 1, 2 


则 称 f(x) 是 忆 [z] 中 可 约 多 项 式 . 

例如 z? 一 2 是 Qfz] 中 不 可 约 多 项 式 ， 但 作为 R[xz] 或 C[z] 
中 多 项 式 却 是 可 约 的 ， 又 如 x2 十 2 作为 Qiz] 或 及 [z] 中 多 项 式 是 
不 可 约 的 ， 但 作为 尼 [z] 中 多 项 式 是 可 约 的 . 

我 们 先 列举 不 可 约 多 项 式 的 性 质 . 

1. p(x) EP[lz], degp(z) = 1, 则 p(x) 不 可 约 . 口 

2. plz)， f(x) E Piz]l, 且 p(z) 不 可 约 ， 则 


(plz), f(z) =1， 或 (p(7), f(z)) = 0 p(x) 


(ec 为 p(z) 的 首 项 系数 ). 后 一 情况 成 立 当 且 仅 当 p(x)|f(z). 
事实 上 ， 令 以 z) = (p(z)，f(z)). 则 d(z)|p(z). 于 是 p(x) = 
dfz)jg(z),- 由 p(x) 不 可 约 ， 知 deg dfz) = 0, 或 deg g(x) = 
0. deg d(x) = 0, 即 Gz)=1. deg g(7) =0, 地 p(x) = cd(x). 由 
d(x) 是 首 一 多 项 式 , 硕 c 为 pfz)] 的 首 项 系数 . 此 时 , 有 p(x)|f{zx). 
反之 ， plz)|f(z)， 基 p(x%) 为 f(z)，p(2) 的 最 大 公 因 式 ， 因 而 
(pz), f(z)) = 0 pF). 口 
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3. 设 p(t), f(z), .5) EE Plz], 有 v(x) 不 可 约 ， 若 
P(zj| 了 上 (ZT), 则 存在 i 使 得 p(x)| 所 (2) 
8 二 1 有 时， 显然 成 立 ， 设 35 一 1 时 成 立 . 由 于 
如 s—1 
plz)| I f(z) = (H Ai (zj 
i=1 


# 一 1 


车 ZT) 人 zj) 由 性 质 2 知 (p(x)，fs(72)) 一 1. 再 由 $4 的 定理 
4 知 


3#—1 
pl2)| I fi(2). 
由 归纳 假设 知 有 i 使 p(z)|fi(z). 
定理 1 ( 因 式 分 解 及 崔 一 性 定理 ) 设 卫 是 一 个 数 域 . 又 7(z) € 
P[z], deg f(z) > 1. 则 f(z) 可 以 分 解 为 卫 [z] 中 不 可 约 多 项 式 的 
彝 积 
f(z) = p(T)p2 (2) p(T) pi(z) 不 可 约 . 


如 果 六 zj) 还 有 另 一 种 分 解 
f(z) = GZzjgz(z) g(r) {Tz) 不 可 的 ， 
则 s = 二 t+ 且 经 过 适当 排列 后 有 
P(r) = cigi (2), oi € P, ci #0. 


证 先 证 f(z2) 的 分 解 的 存在 性 . 对 deg f(x) 用 第 二 归纳 法 . 
deg f(z) 二 1 此 时 8 = 1, p(x) = f(z). 设 deg f(z) <n 时 ， 
f(z) 的 分 解 存在 ， 若 f(x) 不 可 约 ， 则 pi(z) = f(z). 车 f(z) 可 
约 ， 则 有 有 

fr) = f(r)fo(r), 1 < deg fy{x) < deg f(z) =n. 
. 42 . 
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故 由 归 缘 假设 
f(z) = 了 [wx(z)， f(z)= JI vi(x), 
和 1 


+ 一 FF 十] 


Pi(z), 1 < ii< 5 不 可 约 ， 于 是 
f(x) = [pi(z). 
+ 二] 


即 deg f(x) 一 时 成 立 ， 因 而 因 式 分 解 存在 性 成 立 . 

下 而 证 明定 理 的 第 二 部 分 ， 对 s 作 归 纳 法 ，s = 1, 则 f(z) = 
pi(zx) 不 可 约 . 于 是 t= 二 1, 有 征 f{7) 二 (x) 一 pi(7). 设 s 一 1 时 
结论 成 立 ， 对 s, 有 


fr) = pi(2)p2(F) 7 pol) = (P27 qe(2). 


由 于 和 (| 全 gtz)， 故 由 性 质 3, 存在 了 使 得 Pi(z)|gy(z)、 又 
ee 
gji(zZ) 不 可 约 ， 故 gji(z) = 态 Pi(z) 机 € Pb; 关 0， 重 新 排列 
qr(z)， q(T)，...， 和 (7) 的 次 序 ， 可 假定 了 一 1. 于 是 
p2(z) -ps(T) 一 (biga(2)) .+ g(t). 


由 归 纲 假设 知 s8 一 1 一 上 一 1 克 s 二 t. 且 (2) = cipi(2)、 故 定 
理 的 第 二 部 分 也 成 立 . 口 
定理 的 第 二 部 分 通常 称 为 因 式 分 解 唯 一 性 . 
可 以 假定 疡 (z) 为 首 一 不 可 约 多 项 式 . 于 是 对 于 f(x) € Pfz]， 
deg fx) 1 有 分 解 


f(x) = cpi(z)mpzfzyr2 .psfzjre， 


其 中 c 为 jz) 的 首 项 系数 ;关于 时 ， (pi(%)， py(72)) = 1. 这 种 
分 般 称 为 f(z) 的 标准 分 解 


.43 . 
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为 方便 计 ， 对 任何 f (x) E P[z]，f (zx) 关 0, 的 定 f(z)? = 1. 
定理 2 设 /zj g(x) EPlz], 且 不 为 0, 又 


f(x) = aplfzim pafz)2 pair 之 小 
gz)] = bpi(z) "pal2) .ps(T), >0 


分 别 为 {{z2)，9(z) 的 标准 分 解 ， 则 
Us(o) = ey 
证 “因为 pi(z) 是 首 一 的 ， 帮 上 式 右 面 是 首 一 多 项 式 、 显 然 ， 
lr (F(z), g()). 


设 q(x) 是 一 个 不 可 约 首 一 多 项 式 ， 且 g(z)|(f(z), g(xz)). 故 有 i 
使 得 q(Tf)|pi(x). 因而 9(z) = pi(x) 于 是 


Up 9(2) = mt， 
且 pe(2)|f(z), pi(z)*|g(z), 不 难 证 明 后 < mintt ny). 敦 
(lo ga) TE p(s) "). 
i=1 


故 定 理 成 立 . 口 
习 题 
1 设 p(xz) € Plz], deg p(x) > 0. 又 p(z) 满足 
PtZj| (zjgtzj 则 p(w)|f(z) 或 p(z2)|g(z). 


试 证 p(x) 不 可 约 ， 
，44 . 
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设 f{z) EPEPizlj，deg f(x) > 0. 试 证 于 面 三 个 条 件 等 价 ， 

1 f(z) = cp(x)™,，p(z) 不 可 约 ，c EP, c0. 

2) vg(z) E Plzl, 或 (f(z)，g(7x)) 一 1, 或 存在 尺 使 得 
f(r)ig(r)®. 

3) 车 f(x)lg(z)h(z), 则 了 zjlg(z) 或 者 存在 上 使 得 六 zj| 
h(x}. 


设 f(z),， 9g(2) E PIz]，9(z) 关 0. 则 下 面条 件 等 价 ， 
1) gt{z)|ft{z), 
2) Vk EN 使 得 g(z)*|f(z)*， 
3) 存在 自然 数 m, 使 得 9(z)"|f(z)™. 
设 f(x), 9(2), h(x) € Ple], 义 
(flz), h(z2) =1R fr) |(g(r) h(a)) 
对 某 个 EN 成 立 ， 试 证 f(z)lg(z). 
将 x 十 人 十 瑟 十 xz 十 1 € CC[z] 分 解 为 不 可 约 因 式 的 乘积 . 


16 叶 数 ” 重 因 式 


本 节 用 代数 方法 定义 多 项 式 的 导数 ， 并 用 它 来 研究 一 个 多 项 式 


何 时 有 重 因 式 . 


定义 1 设 ffz) = 下 akzk € Piz]. 称 多 项 式 


n 
2， 大 ad 一 
k=1 
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为 f(z) 的 导数 ( 微 商 ), 记 为 f(z) 或 半 0 


导数 有 下 面 一 些 性 质 . 
1. deg f(x)>1 时 deg f'(z) = deg f(x)—1. 
f'(z) = 二 0 当 且 仅 当 f(x)=c€P. 
(f(z) + g(x)) = f(z) + g (x)- 
ce€P, 则 (cfr)) = cf '(z). 
(F(x)g(z)) = f(z)9(z) + f(r)9 (2). 
(f(T) = mf (ry f(s). 
7。 车 p(x) 不 可 约 ， 则 {p(T), PA(7)) = 工 
性 质 1 到 性 质 4 可 从 定义 直接 得 到 ， 现 证 性 质 5 设 f(x) 一 
2 aiz ; 9{(2) = = bjz7. 于 是 


Pm 


mtn 
sy = (Doh) 


= 人 1 十 了 下 


由 导数 的 定义 有 


mtn 
(f(z)g(n)) = > | 3 ou zk: 
k=1 NE 二 7 一 大 
到 上 (iasp™ bj 十 jb lor') 


k=1 计 了 一 大 


十 (> or me) 


= f'(x)g(7) + f(z)9 (2). 


由 性 质 5 可 用 归纳 法 证 明 性 质 6. 下 证 性 质 7. 由 p(z3) 不 可 
.6 ， 
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约 ， 故 
(pz)，p(z])) = 1 或 ep(zx). 


又 (p(Tz),， p(x))|p (xz). 融 
deg(p'(2), p(2)) < degp (7) < degp(7). 


故 (p(2), p(X) = 1. 口 

定 光 2 不 可 约 多 项 式 p(z) 称 为 密 项 式 六 z) 的 重 因 式 , 如 
果 p(z)*|f{(z), 而 p(x)*tl F(z). 

这 时 ， 我 们 也 说 p(x) 答 整 除 f(z), 并 记 为 p(z)*||f(z)， 特 
别 ， 天 一 0 时 ， 2(z) 不 是 f(z) 的 因 式 ， 卡 = 1 时 ， 我 们 说 p(x) 
是 f(z) 的 单 因 式 ;无 之 2 时 ， 我 们 说 p(x) 是 f(x) 的 重 因 式 . 

如 果 能 将 f(z) 分 解 为 不 可 约 多 项 式 之 积 , 我 们 很 容易 判断 (7) 
有 无 重 因 式 .可 异 移 是 这 实际 上 往往 做 不 到 .下 面 的 方法 则 不 依赖 
于 因 式 分 解 就 可 以 断定 /{z) 有 无 重 因 式 . 

定理 1 车 不 可 约 多 项 式 plx) 是 f{x) 的 一 个 (之 1) 重 因 
式 ， 则 p(Z) 为 站 (x) 的 天 一 1 重 因 式 . 

证 由 p(z)*||f(z), 于 是 有 g(x) <E 卫 [z] 使 得 


f(z) = plz) gtz)， (plz), 9(z)) =1. 


因而 | 
F(z) = p(x)" 1(p(7)g (x) + kp' (zjg(z))， 
由 (p(x), 9g(2)) = 1, (p(2), Bo) 一 1 组 pz) 想 p'(z)g(x). 因 
此 p(z)* lf (z). ,9 
推论 1 记 f(z) = f(z), fO(z) = (f(D(z)). 称 
f(z) 为 f(z) 的 天 阶 导数 . 如 果 plz) 是 f(x) 的 无 重 因 式 ， 则 
B(z) 是 产 (2z)， 了 四 (2)，...， 了 -D(z) 的 因 式 , 但 不 是 Fo(z] 的 
因 式 . 
事实 上 ， 由 定理 1 的 证 明 不 难得 到 ， 对 任何 上 < 有，p(xw) 是 
f(x) 的 天 一 重 因 式 . 口 


，47 . 
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推论 2 不 可 约 多 项 式 pfz) 为 f(x) 的 重 因 式 当 且 仅 当 p(x) 
{fFf{z), f(x)). 
设 p(x) 为 f{x) 的 大 重 因 式 . 由 定理 1 知 ， 雍 疡 2 当 且 仅 


当 p(xzw)|f(z), zz 即 结论 成 立 . 口 
推论 3 f(z) 无 重 因 式 当 且 权 当 (f(x), (x) =1. 
由 定理 1 及 前 两 个 推论 可 得 此 推论 . 口 


定理 2 卫 [z] 中 多 项 式 f(z) 的 标准 分 解 为 
fr) = cp paf2) DafZ) ， 
其 中 gz) 为 首 一 不 可 约 多 项 式 ，r; 之 1. 则 
(fz), F(z) = p12)" pale) pa 


fT/ UE), F(z)) = cpl(z)pafz) psfz). 
证 由 于 pi(2)" 上 f(x), 故 由 定理 1 知 pi(z2)"-1|f'(x)， 央 
而 
pe) (fF (em), F(x)). 
于 是 定理 成 立 . 口 
习 理 


判断 下 列 包 项 式 有 无 重 因 式 . 如 有 ， 试 求 出 重 数 . 


zt 十 1， 

£5? — 10%3 — 2022 — 15z — 4, 

好 一 5z4 十 7z3 一 2z2 十 4r 一 8， 
6 一 6z4 一 473 十 9z2 十 127 十 本 


2 a, 中、 满足 什么 条 件 时 ， 下 面 多 项 式 有 重 因 式 . 
太一 3z2 十 Xr 十 1， 2 十 3azr 十 让 zdar+b. 


: 上 号 ， 
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3 证 明 1 十 Zz 十 十.… 十 < 没有 重 因 式 
21 nl 
4 设 deg (7) > 0. 斌 证 产 (zj| ffUz) 当 且 仅 当 (2) = alz 一 站" 
a, bEeEP. 


1.7 ”多项式 的 根 


我 们 在 83 中 知道 ， 多 项 式 f(z) = bp ai 除 以 x 一 a 的 余 式 
为 f(a) = 之 ia. 这 个 结果 在 世界 上 称 为 中 国 剩余 定理 . 我 们 可 


以 从 另 一 个 角度 去 理解 这 件 事情 对 一 个 固定 的 多 项 式 f(z). 我 们 
可 以 建立 一 个 卫 到 卫 的 映射 。 a 一 f(a), Ya E P. 这 样 ， 我 
们 得 到 一 个 函数 ， 称 为 卫 上 的 多 项 式 函 数 , 仍 记 为 7(z), 而 f(a) 
称 为 Pr) 在 & 处 的 依 . 

从 83 立即 可 以 得 到 下 面 一 些 结果 ， 

1， ja) =0 当日 仅 当 z 一 alf(x). 

2， 若 f(x) 十 g(7) = RE zig 二 hz) 则 


k(a) = fl0) + g(a), Pa) = fla)g(o), Ya e P. 


如 果 f(x) 在 a 处 的 值 为 0, 即 f(a) = 0, 用 孙 数 的 术语 ， 称 
a 为 f(z) 的 零点. 我 们 也 可 以 将 叫做 【以 z 为 未 知 数 的 ) 多 项 
式 方程 flz) =0 的 解 或 根 .我 们 也 直接 称 a 为 多 项 式 jz) 的 
根 . 如 果 一 上 是 f(z) 的 下 (之 0) 重 因 式 ， 则 称 a 为 f(z) 的 天 
重 根 . 太 二 0, a 不 是 根 ; 大 一 1, 和 叫做 单 根 ;下 > 1, a 叫 重 根 . 

定理 1 Plz| 中 n(> 0) 次 名 项 式 至 多 ni 个 根 ， 其 中 天 重 根 
算 太 个 根 ， 

证 设 f(z) € Plzx], deg f(x)=n. 
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n= 二 0, 则 f(z) 为 非 替 常数 ， 因 而 没有 根 . 
设 m > 0. 设 f(z) 的 标准 分 解 为 


f(z) = cp1(z) paz) Pest) 


其 中 pi(z) 为 首 一 不 可 约 儿 项 式 ， 且 了 关 了 时 ，pis(z) 关 pj(z). 显 
然 ， FLz) 根 的 个 数 为 


DD, nD ridegpi(s) = deg f(r)=n. 
deg pi(*)=1 计 1 
因而 定理 成 立 . 口 
推论 设 jz)，9(z) & P[zx], 且 


Imax(deg f(x), deg g(T)})} < n. 


又 1 22; .0ntl 是 书 中 人 nn 十 1 个 不 同 的 数 , 且 f(ai) = g(ai). 
则 f(z2) = g(z). 

证 令 hw) = f(x) 一 9(2)， 如 果 jz) 关 0, 则 有 0 < 
degh(x) <n. 得 Re) = f(a) — gta) =0,1<i<n+t+1,DS 
h(x) 有 n 十 1 个 根 , 与 定理 工 矛 盾 . 页 六 (2 一 0. 即 f(x) = g(x). 
口 

这 个 定理 及 推论 说 明 不 同 的 多 项 式 定义 的 多 项 式 函 数 是 不 同 的 ; 
一 个 RR 次 多 项 式 ， 由 它 在 nn 十 1 处 的 值 完全 决定 . 


如 果 卫 = C. 我 们 有 下 而 的 重要 定理 ， 

定理 2 【代数 学 基本 定理 ) 设 f(z) € Clzx], 有 deg f(z) > 1. 
则 f(tz) 在 心中 有 根 . 口 

也 就 是 说 ，3a EC 使 f{a) = 0. 这 个 定理 还 可 以 有 一 些 等 价 
的 说 法 . 

1。 若 f(x) EC[z], deg f(x) > 1, 则 f(z) 有 一 次 因 式 . 

2. f(z) € C[z]，f(x) 不 可 约 当 且 仅 当 deg f(z) = 1. 


. 50 . 
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3. 复 系 数 多 项 式 因 式 分 和 解 定 理 者 
f(z}e Clz], 且 deg f(x)>1, 
则 f(x) 有 分 解 
f(z) = alz 一 ai)(z 一 a2)2 (2 一 aa， 

a 为 f(z) 的 首 项 系数 ， 2 = deg f(z). 

4. 史 次 复 系数 多 项 式 在 心 中 怡 有 nt 个 根 (EK 重 根 算 六 个 根 )， 

“代数 学 基本 定理 ”是 数学 中 最 伟大 成 果 之 一 . 最 早 是 由 Gauss 
证 明 的 {他 有 四 个 证 明 }. 代数 学 基本 定理 的 证 明 要 用 到 连续 性 等 数 
学 分 析 中 的 结果 . 最 简单 的 证 明 是 用 复 变 是 数理 论 给 出 的 证 明 ， 我 
们 略 去 这 个 定理 的 证 明 . 

P = RR 的 情况 ， 有 下 列 结果 . 

引 理 3 车 f(z)}e Rx]j, a € CC 为 f{z) 的 根 ， 则 & 的 共 配 
数 & 也 是 了 (2) 的 根 . 

证 设 f(z) = 》 aii, 其 中 6 € R， 即 机 二 gt， 因为 


t=0 
f(a) = 沁 oii 一 0. 于 是 


f(a) 


| | 
Ww 

证 | 

Sl SS 


妤 互 为 f(x) 的 根 ， 口 
定理 4【 实 系数 多 项 式 因 式 分 和解 定 理 ) 设 f(z) E Rl[z], 且 
deg f(z) > 1, 则 f(z) 的 标准 分 解 为 


f(x) =a(z— cl} (ys ~ ca) 
(2 + pIT + 1) (2 + pet + Gr) 
. 51 . 
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其 中 a 为 首 项 系数 ，p? 一 4g; <0, 1 <i<r. 

证 ”我们 对 deg f(x) 作 归 纳 证 明 . deg f(x) = 1 时 ，f{x) = 
afz 一 0). 结论 成 立 ， 设 deg f(xX) < 之 nn 时 结论 成 立 . 

稻 定 deg f(x) = n. f(z) 作为 Cfz] 中 元 素 有 ec € C, 使 得 
(zs— olf(z) Wp fle) = 0. 

若 ceR, 则 f(z) = (zx 一 o) 有 (zw). 及 (5) E RIz] 有 上 述 形式 
的 分 解 ， 故 f(z) 也 有 上 述 形式 的 分 解 . 

若 c 呈 及 则 f(5) = 0. 即 (z 一 司 |f(x)， 由 于 c 关 6 故 
{zx—c %—=1. 于 是 (22- (c+)z+ealf(r), e+6, ca Ee 
R, (ec 十 本 一 dce < 0. 因而 


f(z) = (x* — (c+ oz + ca)fo(z). 


及 (x) E Rlz] 有 上 述 形 式 的 分 解 ， 故 f(x) 有 上 述 形 式 的 分 解 ， 由 
此 知 deg f(£) 二 1 时 结论 成 立 ， 从 而 定理 成 立 . 口 

从 理论 上 说 ， CE， 天] 中 多 项 式 的 根 ， 因 式 分 解 的 问题 已 
经 完全 解决 . 但 是 ， 如 何 具体 地 分 解 一 个 多 项 式 ， 即 如 何 求 多 项 式 
的 要 并 未 完全 解决 ， 探 讨 求 和 多 项 式 的 根 的 近似 值 的 方法 是 计算 教学 
中 一 个 分 支 . 

例 1 设 mi，a23，.…，an 机) .bh EP, 且 i 关 F 时 ， 
oi 天 am- 令 


F(z)= 1 -0), Rr)= TH 0). 
i=1 I 
则 忆 [z] 中 多 项 式 
__ 
L(x) = 之- Fitay Fi(®) 


满足 
L{ai) = bi, l<t<n. 
+。 5 . 
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这 个 多 项 式 L(x) 的 公式 称 为 Lagrange 播 值 公式 . 
事实 上 ， 由 于 2 关 7 了 时， (a;) = 0, 又 容易 得 到 F(z) = 


nh b: 
2 F(z), 故 F(aj) 二 了 (a@;). 故 Llai) = Fay) tea = Bb. 


口 
例 2 设 f(x) € Plz]. 又 ai， og, ..., on E 卫 , Bij 
时 ， ai 关 Qj;. 令 
F(T) = (7 — GD)(r — a2) (2 — an). 
则 f(z) 除 以 F(z) 的 余 式 为 
2 fad Ri(z)/ F(a). 
*=】] 
事实 上 ， 设 f(z) = 了 (zjg(z) 十 ?+(2). 由 于 
Fz) = 0 {mod (x — a;)), 
故 
r(zj = f(z2) (mod (zs — oi)) 
= f(ai) (mod (x — ai)), 
r(m) = f(ai). 
又 degr(zj 之 1n, 由 Lagrange 插值 公式 知 结论 成 立 . 口 


习 题 


1 求证 {z 岂 一 1 2 一 1 一 zt 有一 1 m,n) 为 m 与 n 的 
最 大 公 因 数 . 


2 设 m, n, p 为 非 贷 整数 . 求证 22 十 X 十 x3 十 ZT37+1 十 ww 交 +2. 


" B33 : 
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决定 mm, n, Pp 使 下 列 条 件 成 立 . 
1) x 一 和 二 1 和 再 3m 二 1 于 Y3p+2， 
2) x 十 ZT2 十 lx3™ 十 zr+l 十 rp+2, 
3) 了 十 二 十 1z2m 十 mm 十 1， 
4) (zz 一 1 mo 十 mz2 十 1 
如 果 a 是 J"(z) 的 上 重 根 . 试 证 a 是 
1 
9(z) = (7 — of (2) + f{0)) — F(z) + flo) 
的 天 十 3 重 根 . 
证 明 zo 为 f(z) 的 大 重 根 当 县 仅 当 
f(z0) = fO(z0) =0, 1 Si<k—1; (zao) 关 0. 
“如 果 a 是 f(z) 的 m 重 根 则 a 是 f(xw) 的 m 十 1 重 根 ” 
这 一 论断 是 宕 正确 ? 为 什么 ? 
证 明 : 若 卫 一 也 大 co 则 2? 一 11f(z"). 
证 明 ; 若 2 二 zs 十 11 有 (23) +z 户 (za), 则 和 一 下放 (zz 一 
1|fo(x). 
试 证 4” 十 ar*-"m 十 b 的 非 零 根 的 重 数 < 2. 
若 A(z)|f(z"). 则 f(z) 的 根 只 能 是 零 或 单位 根 { 即 z™ 一 1 
的 根 ). 
求 一 个 次 数 尽 可 能 低 的 多 项 式 f(x) 使 得 下 面条 件 成 立 ， 
1) f(2)=3, f(3)= ~—1, f(4)} =0, f(5) =2; 
2) flO =1, f(1)=2, f(2) = 5, f(3) = 10; 
3) f(z) 在 二 0, 地， 7 处 与 函数 sinx 有 相向 的 值 . 


，54 . 
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将 5? 一 1 在 复数 与 实数 范围 内 分 解 因 式 . 


在 复数 范围 内 解 方程 组 
rx 二 2r2+2r++1 = 人 00 
z4 十 TI3 十 2r+r 十 1 =0. 


a, beR. w+277 二 or 二 +b 有 根 一 1 十 VY 一 2, 求 a, 5 及 在 
忆 中 的 其 它 根 . 


设 f(z) E Clz], 用 7z) 表示 将 jz) 的 系数 换 成 它们 的 共 
生 数 后 所 得 的 多 项 式 斌 证 


1) 车 g(z)|f{z), 则 #2)|f (2); 
2) 在 在 (7), f(z) E R[x], 使 


ffz) = f(z2)} + Vv -ifolr), fz) = f(z) ~ V1folr). 


3) {f(z), f(z7)) E Rlzl. 


设 f(z) € RIzl，deg 了 (x) 为 奇数 ， 试 证 f(x) 在 良 中 有 
根 . 


设 f(x} E Clzl, deg zl =3.0 beC, 但 a,bgR, 
又 a 关 b 4 关 b 若 f() = f(a)，f(6) = 了 (0)、 试 证 
f(z) < Rlz]. 


设 f(x) ER[z] 且 Ya € R, f(a) > 0. 试 证 3 (x), fo(2) 
E RIz] 使 得 f(z) = 用 (z) + fo(2)>. 


求 出 所 有 适合 下 式 的 非 雷 复 多 项 式 f(z): (f(z)) = f(z)". 


试 证 (TaCkrn -天 十 Tin nl. 
二 0 
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1.8 有理 系数 多 项 式 


经 常 将 有 理 系 数 多 项 式 转化 为 整 系数 包 项 式 ， 以 利用 整数 的 性 
质 . 

以 Z[z] 表示 所 有 整 系数 的 一 元 多 项 式 的 集合 . 显然 ， 2[z] 对 
加 法 ， 减 法 及 乘法 封闭 , 

设 f(z) & Z[z], 若 存 在 万 (z)， 户 (2z) E Zz] 使 得 


deg fil(z) < deg fx), t= 1, 2, f(z) = f(z) falz), 


则 称 f{%) 是 可 分 解 的 . 否则 称 f(x) 是 不 可 分 解 的 . 

定义 1 设 ffz) € Z[z]， f(x) 的 各 项 系数 的 最 大 公约 数 称 为 
f(z) 的 容 度 , 记 为 c(f)， 如果 c(f) = 1, 则 称 f(z) 为 本 原 多 项 
式 ， 

显 热 ， 首 一 整 系数 多项式 是 本 原 才 项 式 ; 若 f(x) 是 本 原 的 ， 
则 一 f(z) 也 是 本 原 的 . 

引 理 1 设 f(x) e Q[zxj. 则 存在 7 E Q 与 本 原 包 项 式 9fz) 
使 f(x) = rg(z)， 而 且 7 与 9g{ 人 2) 除 正人 负 号 外 是 唯一 的 . 

证 设 f(x) = Cir ai = Gi/bi, ci, bi € Z, bi #0. 
令 d 二 bobBi…bn 喜好 (z) E Zlz]. 令 c= cldf(x)).， 故 
g(x) = sf(z) 为 本 原 多 项 式 . 且 + = 5 EQ. H f(r) = rg(z). 

车 f(z) = ri1gi(z), ri 一 皇 EQ a, 由 € 2 gi1(z) 为 本 原 
多 项 式 . 则 dc1g1(X) = cdig(x)， 比较 两 边 容 度 、 得 del = 土 cd1. 
故 "二 土 m1, 因而 9g(2) = 土 91 (Zz). D 

定理 2 (Gauss 引 理 ) 本 原 多 项 式 的 积 是 本 原 的 . 

证 设 f(z) 2 aixi, g(x) = 是 本 原 的 ， 如 果 


m+n 
f(z)g(z) = 5 | 人 oj] ok 


k=0 \iti=k 
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不 是 本 原 的 ， 则 有 素数 p 使 得 


p| > Aibj, 天 一， T，. . . ，9?9 十 区. 
i j= 


由 于 f{x), g(x) 是 本 原 的 . 故 有 r+，s 使 得 
plas, OZi<r—o1l, par; 


plb;, 0<i7<s—1, p 格 .. 
注意 到 


2, aibj = arbs+ 2 aibj+ ,aiby, 
+ 二 7 二 T 十 地 i+i=r+s I= 
[和 也 半 

P 能 整除 等 式 左边 及 右边 arb。 外 的 所 有 项 ， 但 p forbs. 矛盾 ， 故 
f(z)g(z) 仍 是 本 原 的 . 口 

推论 1 设 f(x) € ZIz], 且 f(z) = fi(z)fo{r), flr) E 
Q[z]，deg F(z) < deg f(x)， 则 有 gi{z)，gz(z) E 2Z[z] 使 得 
fz) = g(r)galx) 且 deg gifz) = deg filz). 

证 ”因为 (xX) E QIz], 故 有 ri E Q 与 本 原 多 项 式 思 (7) 使 
得 大 (2) 二 rihs(z). 又 c(f)f(z) 也 是 本 原 的 ， 于 是 


f(z) = ce(f) (e(f) -f(z)) = 7172h1 (2)h2(7). 


由 Gauss 引 理 知 hi(2)h2{2) 是 本 原 的 ， 再 由 引 理 1 知 rjr2 = 
土 c(f) EZ. 令 (72) = 二 T4172h1(2)， gz(7X) 二 ho(zT), 知 引 理 成 立 . 
口 
推论 2 设 f(z), 9(z) e Z[z], 且 9(z) 是 本 原 的 . 又 h(x) Ee 
QIz]. 如 果 f(z) = g(z)h(z), 则 (zj € ZIz] 
证 设 及 (T) =rhilz), Tr EQ，hi(z) 为 本 原 多 项 式 ， 于 是 


f(z) = ce) F(z)) =rg(z)ja(z). 
.57 . 


Maked by freekaoyan.com 


www.freekaoyan.com 


由 Gauss 引 理 g(xz)h1(z) 是 本 原 的 . 又 e( 了 有 -+f(z) 是 本 原 的 故 
由 引 理 1 知 7? 二 十 c(f) € Z. 因而 h(x) = 二 rhi(zx) € 2Z[2|. 
口 

定理 3 设 f(z) € QIz],， f(z) = rg(x), 其 中 7 E 9, g(x) 
是 本 原 的 ， 则 jz) 不 可 约 {可 约 ) 当 且 仅 当 g(x) 是 不 可 分 解 【 可 
分 解 ) 的 . 

证 由 于 jz) = rg(z)， 于 是 f(z2) 可 约 当 且 仅 当 9(z) 作为 
@@[zl 中 元 素 是 可 约 的 . 由 Gauss 引 理 的 推论 1, g(z) 可 约 则 g(x) 
作为 Z[x] 中 的 元 素 可 分 解 . 反之 ，9(z) 作为 Zz] 中 元 素 可 分 解 ， 
自然 作为 QQ[z] 中 元 素 是 可 芍 的 . 口 

定理 4 设 f{z) = Dr € Zz]. 7, s EZ, (r, s) =1. 如 


果 r/s 是 f(z) 的 根 ， 则 r|ao，slan. 
证 由 于 f(r/s) 二 0, 故 (zx 一 7/8)|f(z), 于 是 (sx 一 7)|f(x). 
因此 


f(z) = (sr — rb rv +h 2r" .+ br + bo). 


由 (s，? 一 1, 故 sz 一 ? 是 本 原 的 .由 Gauss 引 理 的 推论 2 
知 h 有 EZ0<7i<n1l 故 由 == s 刀 -1， Qa0 二 一 ?hbo 知 
slan,, rlao. 口 
推论 (zj 是 首 一 的 整 系数 包 项 式 . 则 f(x) 的 有 理 根 为 蓝 
数 ， 且 为 f(z) 的 常数 项 的 因子 . 
这 是 定理 4 的 直接 结果 . 口 
例 1 求 多 项 式 z3 一 6w2 + 15z 一 14 的 有 理 根 . 


解 ” 由 上 面 推 论 知 此 多 项 式 的 根 只 可 能 是 士 1, 土 2, 士 7 与 土 14. 


显然 ， 此 名 项 式 无 负 根 . 进一步 验算 知 ， 只 有 2 是 此 多 项 式 的 根 . 
口 

例 2 独断 2 十 KZ 十 1 在 Q[z] 中 是 可 可 约 ， 其 中 大 EZ. 
解 由 2 十 kz 十 1 是 首 一 的 3 次 整 系数 多 项 式 ， 因 而 如 可 多 
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则 必 有 整数 根 士 1. 即 有 
1 二 到 十 1 二 0， 或 一 1 一 kk 二 1=0. 
因而 下 二 一 2, 上 二 0 时 可 约 ; 此 关 一 2, 0 时 ， 不 可 约 . 口 
有 理 系 数 或 整 系数 多 项 式 理论 的 困难 之 一 是 判断 一 个 多 项 式 的 


可 约 性 ， 下面 介绍 一 个 方法 . 
定理 5 (Eisenstein 判别 法 ) 设 


有 人 二 G 2[z]. 


i 二 0 


车 有 素数 p 使 得 
? an; Plai, Oi<nol1; p dao. 


则 f(z) 是 @Q[z] 中 不 可 约 多 项 式 . 
证 车 f(x) 在 Q[z] 中 可 约 ， 则 f(z) 在 ZIz] 中 可 分 解 ， 即 
有 Bb (0<i<l) Go (0<j<m)e2Z 使 得 


f(x) = (> oj ce . 


由 于 p||lao, 故 pjbo, Bp Hco 或 pp 个 0， plco. 不 妨 设 plbo, p fco. 又 
由 了 an, 知 p 性 , Pp ecm. 于 是 存在 天 满足 1 区 大 去 7 面 


因 面 有 


plb,0O <i<k-1; pb,. 
Xn, 下 到 ok 但 
Gk = bpco 十 区 -1c1 二 -++ bocs. 
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而 plBier-is 之 pp 个 gco. 故 pp 人 kx 这 就 产生 矛盾 故 六 了 ) 是 
不 可 约 多 项 式 . 口 


推论 1 Yn EN, QIz| 中 一 定 有 %% 次 不 可 约 多 项 式 . 

事实 上 ， X" 一 2 为 Q[x] 中 不 可 约 多 项 式 . 口 
推论 2 nn 之 2, p 为 素数 ， 则 3 五 是 无 理 数 . 

事实 上 ， zx” 一 Dp 为 中 QQ[z] 不 可 约 多 项 式 ， 若 ni 之 2 时 无 有 


理 根 . 于 是 Wp 是 无 理 数 口 


有 理 系 教 多 项 式 的 根 也 就 是 整 系数 多 项 式 的 根 ， 称 为 代数 数 . 


代数 数 之 外 的 数 叫做 超越 数 ， 可 以 证 明代 数 数 的 集合 是 一 个 数 域 ， 
称 为 代数 数 域 . 首 一 整 系 数 多 项 式 的 根 称 为 代数 整数 ， 代 数 整 数 的 
集合 对 加 法 、 减 法 与 乘法 封闭 .对 于 代 孝 整数 的 研究 已 经 构成 一 个 
独立 的 分 支 一 代数 数论 . 


习 是 


求 下 烈 多 项 式 的 有 理 根 : 

1) Tz3 — 622 十 157 一 14， 

2) dri 一 7Tr2 一 55 一 |， 

3) 5 十 0 一 6z3 一 14r2 一 1tz 一 3. 
设 f(z) < QIx]，deg f(z) = 3. 试 证 Ar) 可 约 当 且 仅 当 
f(z) 有 有 理 根 . 
斯 定 下 列 多 项 式 在 Q 上 是 否 可 约 . 

t) 了 一 8z 十 1272 十 2， 

2) 2 十 2 十 1 

3) zP 十 pw 十 1，p 为 奇 素数 ， 

4) z4 十 487 十 1， 此 为 整数 . 
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4 设 pl，p2，...，Pk 是 互 不 相等 的 素数 ， 又 n > 2. 试 证 
WP1D2 "Pk 是 无 理 数 . 

5 设 f(x) € Q[z], 且 有 无 理 根 ge 十 VB a, bE Q. 试 证 a 一 v2 
也 是 f(x) 的 一 个 无 理 根 . 

6 设 ffz) = Dr < Z[z]. p 是 素数 . 满足。 1) f(z) 无 有 
理 根 ， 2}) p fan; 3) plai, 0 牵 2 达 ni 一 2; 4) p* ao. 试 证 
FUz) 在 Q[z| 中 不 可 约 . 

7 设 f(x) = Da E Z[z] 又 p 为 素数 ， 满 足 1) p ao: 

2) plai, 1 Zi < n; 3) 82 Jan. 试 证 f(x) 不 可 约 . 


1.9 多 元 多 项 式 


设 下 是 一 个 数 域 ， Tl Ta 开 作 是 nn 个 交 字 ， ki kz, rey kn, 
为 非 负 整数 ， Qkiko...x, E 忆 , 称 


kk kr 
Ch ko.. a TL Lh ,. “nn 


为 (P 上 ) 单项 式 ， Ok ko... kn 叫做 此 单项 式 的 系数 ， kl 十 此 2 十 ， “十 
十 2 叫做 此 单项 式 的 次 数 . 
两 个 单项 式 


此 1 ,Ko kn i i 
CA 


称 为 各 类 的 (同类 项 )， 如 里 ks: = 1 1 < 2 < 名. 
有 限 个 单项 式 的 和 


ka [3 
bp 人 Ra rt To Tn 
hi Rs, .+ kn 


二 
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称 为 ni 元 多 项 式 (也 简称 为 多 项 式 ). 
数 域 Pp 于 所 有 以 Tly Foy Tr 为 交 字 的 元 多 项 式 的 集合 记 
为 


Plzi, £2 ..., Tn). 
记 4 二 gor929...x0, a &€P. 于 是 
P CP[z, zo, .,., tn|. 


在 Pizl, xX2，...， Zn| 内 可 坟 定 义 相 和 等、 加法、 减法 与 莱 法 ， 使 得 


ark! rh "+ vi 机 be pk 证 -nr 二 (ae 士 可 人 22 … Th, 


(azfzks “ rn) (be we 4 rm) 一 abzri th rte ts "es zhntin 
以 及 第 3 节 中 一 元 多 项 式 的 加 法 、 减 法 、 习 法 及 其 之 间 的 性 质 成 
和 下. 

当 一 个 多 项 式 表 示 成 一 些 不 同类 的 单项 式 的 和 之 后 ， 其 中 非 零 
单项 式 的 次 数 的 最 大 值 称 为 这 个 多 项 式 的 次 数 . 
f 全 卫 [z1， Ta Zn] 其 次 数 记 为 deg f. 
例如 
[5zyzoza 十 4717273 一 2m172z31 
十 [2r172 一 Tir 十 2712273]】 
一 Sei wor 十 67x172723 一 Tp 
(5zyror3 十 473z2zsj(2z273 一 wz4zoz3 + 1) 
= 10z1z2z73 一 5zTIz2o3 + BeArdr2 
一 4z7472z3 + Sriror? + 4z2z27a。 


degf3z322 十 2212273 十 zi) 二 4. 


给 定 一 个 多 项 式 ， 由 于 加 法 的 交换 律 ， 不 只 一 种 方法 将 它 排 成 
单项 式 的 和 . 常用 排 法 是 “字典 排列 法 ”. 设 a, bE€ P,， a5 关 0. 单 


.02. 
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pn, 9 = bao? 的 
如 果 有 


ki = 1; kz = j2, 


"9 ks = 7s， kst1 < jstl; 
则 称 单项 式 g 在 单项 式 了 之 前 (或 g 先 于 下). 


按 字典 排列 法 写 出 的 第 一 个 非 零 单项 式 称 为 此 多 项 式 的 首 项 . 
例如 包 项 式 2ziz373 十 ?2 十 zi 按 字典 排列 法 写 出 来 是 


2 十 zi 下 2zlz3r3， 
故 其 首 项 是 zi. 


首 项 不 一 定 是 次 数 最 高 的 单项 式 . 这 是 字典 排列 法 的 一 个 缺点 ， 
为 克服 这 一 缺点 ， 我 们 可 以 先 控 次 数 的 大 小 排列 ， 而 次 数 相 同 的 单 
项 式 按 字典 排列 法 排列 . 
如 果 多 项 式 


h{z1, 2 


和 > 


并 
QR1k2.-..kn T 1 
R12,... ,kn 


2 ‘en 
中 每 个 单项 式 都 是 m 次 的 ( 即 吝 十 局 十 … 十 局 = 二 m)】 则 称 
hzl， TXT2，...，Zn) 为 mr 次 齐 次 备 项 式 . 


显然 hz, To: .ry Tn) 为 次 WE 齐 次 名 项 式 当 且 仅 当 Yt € P, 


h(tr1, tr2, ,.., trn) 
i > QR koe... (tx1 he (tz2) 2 ee {ten} 
Klk2,..., En 


vs 


设 f 三 下 [1， 中 2 


.1 Tn]，deg f= 二 m. 则 有 唯一 的 1 次 齐 
次 多 项 式 卢 , 0 之 i < 1m 使 得 


f=fmt jm-1t+" + 有 + 
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(其 中 某 些 天 可 以 是 零 ). 万 称 为 了 的 i 次 齐 次 分 量 . 
如 gg 二 十 -1 十 … 十 于 十 g0; 人 第 为 9g 的 1 次 齐 次 分 量 . 
及 fg 二 有 了 十 9 二 尺 . 则 声 , 天 的 1 次 齐 次 分 量 分 别 为 


bi=fitg, hi= 》 frgs. 


"+s=1 


定理 1 设 卫 9g € Pix, Ty + wals fA0, 9 天 0. 则 有 
以 下 结果 

1) fg 的 首 项 是 F 的 首 项 与 9 的 首 项 的 积 . 

2) degtf 9) = deg f + degyg. 

证 设 f, 9 的 首 项 分 别 为 


QT TI En, brPz .Tm abx 0 
于 是 对 于 f,g 任何 其 它 项 cz 和 Hx 名 .odehz -zl 有 
P= 1 i<r, peri> tl, 
年 一 上 1 <I<s, qtl > dtl. 
令 芋 = min{r，s}, 因而 
Pi+g=ptill <i s, ptlt datl > Psti + tspli; 
下 十 研一 不 十 晶 ， 1 LT Prilit grt1 > Kr+l 十 gr+1; 
Pi =6+i li<t, PE 十 各 FE > Kesit lr. 


由 此 可 知 abz? 名 于 + 为 了 9 的 首 项 . 
2) 先 将 f,， 9 写成 齐 次 多 项 式 的 和 


f= fmt+ fm-it+ .+i+fo, 9g9=n+q1+…+g + go. 


人 谋 二 fo 一 >， hs, 其 中 hi == PE 特别 hrm 一 fma. 
因为 deg f = m，degg = 1, 于 是 fn,， 抽 均 不 为 零 ， 故 它们 的 首 
, 64 . 
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项 不 为 零 ， 于 是 fqt 的 首 项 不 为 零 ， 故 hm+i 了 关 0 因而 deg fg9 = 


deg f+ deg 9. | 
关于 多 元 多 项 式 的 次 数 还 有 一 个 常用 的 关系 是 


deg(f + 9) < maxtldeg f, deg 9)， 


对 称 多 项 式 既是 一 类 重要 的 ， 也 是 常见 的 多 元 多 项 式 . 
3 tin 是 1 2, "a 的 一 个 排列 . XX 


设 ?1，?2，,.， 
kk 
Fla To errs nl > Op ho he TT PEE hn 
尺 ] 此 
E Plz, Ty vn 
记 
Ms i nt | >» 7 … 
Kk1 ko ... kr 
例如 f(z1，ZT2， XY3) 一 ?1,， 则 有 
f (za, 1， ra) 到 f(x2, 93， 21) 一 Ta, 
f (xa, 1 xr2) 一 Fa3， 2， T1) 一 LT3 
以 及 


flx1, Ta, £2) 一 21， 


定义 1 设 f(zX1, 2z2，.…，zn) E 卫 [zl，zr2，...，zn]. 如 果 
对 |， 2, :+r 的 任何 排列 ?1， 1 ， ae tn 都 有 


Fl Tiay -++ zi) = f(x1, TD Das 


则 称 f(x1, Ta rs i ) 是 对 称 多 项 式 . 
有 两 类 重要 的 齐 次 对 称 多 项 式 . 
. 65 . 
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下 面 的 Newton 等 需 和 sk 是 齐 次 对 称 多 项 式 ， 


sk 二 2 十 十 .2 0 


| 


显然 ， 对 大 > 0，deg sk 二 此, 首 项 为 zT 
下 面 的 初等 对 称 多 项 式 ok 是 齐 次 对 称 包 项 式 . 


ol 一 癌 1 十 23 十 … 十 了 nr 
Th 
= 2, i 
z 一 二 
og2 = TT2 二 TITn 二 :二 Yn iTn 


> LiLp, 
ln 


On~l = PlT2 En lt T1220 Tn an 二 TIT3 .Tn 


» , Tj 1 
lH en 1 人 en 
Hy i i 


ok 的 次 数 为 上 首 项 为 2152… zk ， 
事实 上 , 考虑 m 二 1 元 zz1, 22，.…, zn 的 多 项 式 ] (2 一 si) 


由 Vieta 定理 ， 
性 
| es -Hi)= 2 or! 
一 二 
二 oazne 一 … 十 (一 Un oz 十 { 一 Dan， 


对 1， 2,，...， 中 的 任何 一 个 排列 让， 记 ，...， 加 有 


FE 搞 
[ltz — 2j) = Je- Ti 
7=1 7=1 
于 是 
人 Ti Tig 7) Fin) = CETL D2, . Tn), 
: B63 
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即 ox 为 对 称 多 项 式 . 口 
对 称 多 项 式 有 下 面 一 些 性 质 , 
1. 若 六 9 是 对 称 和 多项式 ， 则 fj 土 9，f 9 也 是 对 称 多 项 式 . 
2。 若 f. 9 是 对 称 多 项 式 , 且 9 关 0 又 有 和 多项式 h 使 f= gh， 
则 让 也 是 对 称 的 . 
事实 上 ， 对 1,，2，..., 7 的 任何 一 个 排列 和 i2，...,， i 有 


g(r1, TO -1 Tn h(x1, 二 - - -1 | 
2 flx1, TD 1 Tn) 
一 有 ci Tin) 
= 9{Tis Ein + Lin Jh( Ti Ein rr Be) 
= g(x1 TH va)hlaa Tiny rr i | 
由 9g 关 0 因 
hl ， 由 za， 让 We | h(x1, TI es Ty 
即 史 是 对 称 多 项 式 . 口 


3 对 称 多 项 式 的 齐 次 分 量 也 是 对 称 的 
事实 上 ， 如 果 = 2 fs, fs 为 I 的 8 次 齐 次 分 量 . ?1 12, 


Pe tn 是 li, 2 sr 的 一 个 排列 ， 则 Ft is Tigy ++ | 起 
Us Ciny rr 人 的 操 次 齐 玫 分量 ， 页 
人 


即 fs 是 对 称 的 ， 口 
4. 车 azll7 姑 .Thn 是 对 称 多 项 式 f 的 首 项 . 则 后 > > 
2 


设 了 = azTz22 .zhr 十 及， 用 是 首 项 以 外 各 项 的 和 ， 如 果 
有 ks ~ Kiri; 于 是 


f {x1) 衬 24 3 站 和) 
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> f {x1, ly i | 
= ore.. a ie 
十 方 (zl1， 1 + 


因而 汪 中 的 项 az 和 a .ak zk+l .ztr 先 于 了 的 首 项 . 这 就 产生 
了 矛盾 ， 硕 科 衬 je 之 > 口 
5， 设 这 Re2 之 … 之 kn， 则 


ks —ks kz—ks kn —1—Kn kn 
1 2 Tn 


te 
的 首 项 为 31 22 . ‘Gkn, 

这 基 定 理 1 的 直接 结果 . 口 

6。 四 1o22 .oj 与 oncz .ol 有 相同 的 首 项 当 且 仅 当 ji = 
h, 1 <i<n. 

事实 上 ， 它 们 的 首 项 中 X1，ZX2，...，XYn 的 次 数 分 别 为 


六 十 各 十 一 十 jn 2 十 十 jn Jn; 
+ 二 十 机 十 十 nn ... ,in. 


于 是 首 项 相同 当 且 仅 当 潜 训 二 闫 ,1<k<n 基 入 = 1< 
ee sk 5 

定理 2 (对称 多 项 式 基 本 定理 ) 设 让 是 TI1，z2z，...，xzn 
的 对 称 多 项 式 ， 则 有 唯一 的 nn 元 多 项 式 Fl 2 .Yn) EE 
P[y1，y2，...，s] 使 得 


口 


f(x1, To me) = F(a, 人 2， on). 


证 设 了 的 首 项 为 azx 人 2 whn, 于 是 说 之 和 a 之 … > 
则 由 性 质 5 知 对 称 多 项 式 


kil—ks Ka—ka kk 
万 一 一 ac1 ?02 ‘On 
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的 首 项 br71 gp ...z 加 排 在 f 的 首 项 之 后 . 且 有 六 之 加 之 .… 之 
by 了 1 Kl1， | Ir = Ri 7 二 1 < Kril. 


=f -bai — jo 2...oih 
的 首 项 在 方 首 项 之 后 . 由 于 满足 条 件 
| 


的 数组 (i，l2，...，in) 只 有 有 限 多 个 ， 于 是 ， 有 


三 字音 尼 和 
了 bp 全 sl 83. 58n 0 Oo On ， 
二 1 昌 


Fn, V2 :1 Yn) 一 »》- Cast 号 包 en YI Y2 5 


-1 


则 


f(z1, La, oo Tn) = Flor, go, ..., On). 


欲 证 这 样 的 F 是 唯一 的 ， 只 要 证 下 关 0, 则 
Fal, 02; ..., On) 天 0. 


设 玉 = 2 si dst ee ve 在 Y1; 2 ..-» Yn 的 次 数 


S = 1{(s1, 鸟 3， we Sn) | Gs sy .8 #0} 
中 到 人 1， t2，. tn) 使 得 


nn nt 
Dit =max $d Djssl(s1, 32, ..., sn) ES 
j=1 了 一 1 
.9 ， 
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于 是 F(o1，02，...，On) 的 最 高 次 齐 次 分 量 的 次 数 为 


n 
j=1 


而 且 会 
Ctl to .tn zr Te a zhr, 
证 
其 中 右 == 站 本 . 故 开 (ci 02; cj 天 0 


这 个 定理 的 证 明 实 际 上 也 指出 了 将 对 称 多 项 式 表 示 为 初等 对 称 
多 项 式 的 多 项 式 的 方法 如果 我 们 再 将 多 元 多 项 式 看 作 煞 元 函数 ， 
那么 还 可 以 用 待定 系数 法 ， 就 更 容易 . 

例 1 试 将 对 称 多 项 式 


f(x1, 出 2 :1 rn) 
($3 zj 十 2 zj 十 ziiz2 7) 
lin 
表示 为 初等 对 称 儿 项 式 的 包 项 式 ， 
解 . 了 是 次 齐 次 对 称 多 项 式 ， 首 项 为 xfx3x3, 满足 
5 
Dk = 5, 
t=】] 
之 上 之 之 所 之 0 
I <2 
的 数组 具有 
(2, 2, 1, 0, ..., 0), 
(2, 1, 1, 1, 0, ..., 0) 
及 
(1, 1, 1, 1, 1, 0, ..., 0) 
. 70 . 
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三 种 情况 ， 于 是 
fz, Fay 4 Vn) = 0203 十 Gaolcd + bos. 


取 zi 一 1 1<i7i<40 二 0,75, 则 go = 4, 02 = 6, 
Ta 二 4, G4 二 141. 而 了 二 3x4= 二 12. 故 a = 一 3. 又 取 Ti 二 1,1< 
6 Ti 二 0, 7 之 66 则 i= 二 054 二 3, 92 二 53 二 10, os 二 1. 而 
f=3x10=30. 村 是 b=5. 克 了 =og20s3 一 390104 十 50s. 口 


涪 题 
1 证明 
D(zr1, T2, ..., Tn) 一 T(x; ~ 2;) 
了 
是 对 称 多 项 式 ， 当 nn = 2，3 时 ， 试 用 初等 对 称 儿 项 式 表示 
DD. 


CE RE 
(—1)™on. 


1) 证 明 
Tel F(R)= (80m + S18" 1+ sr iT BK) f(T) + g(r), 


其 中 deg g(2) 之 nn 或 g(x) = 0. 
2) 由 上 式 证 明 Newton 公式 


上 一 
Bk 一 013k-1 + O28k-2 一 … 十 (一 1 OK -151 


+(—1)*Ekok = 0, 1 <k<n: 


Bk 一 9188-1 十 … 十 (一 onsk_n=0, Ek>n. 


a 
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tli brn 
3k S tl ls nO 0 i * 
n :二胡 
PD 2 
证 明 


(1) ++… 二 In 一 1)! 
WoT hl 


其 中 1 二 12 十 4 十 … 十 2[#1，[3] 表示 3 的 整数 部 分 . 


1.10 例 


本 节 通 过 例题 介绍 多 项 式 理 论 中 的 一 些 技 巧 ， 当然 ， 这 不 是 系 
统 的 ， 更 不 是 完整 的 、 熟练 的 技巧 来 源 于 勤学 苦 练 . 

例 1 设 (f(z), g(2)) 二 1 癌 Mr) Zi) 满足 什么 条 件 才 使 
wT)fT) + vr)9(2) = 1 成 立 的 4(x)， v(x) 是 唯 一 的 {这 此 假 
定 deg f(x) > 0, deg g(x) > 0.) 

解 ” 尾 取 &(2), v(x) 使 得 


u(r)f (zr) + vr)g(r) = 1. 
分 别 用 9g{2)，f (Xx) 除 4(x), v(xz) 得 
df) = wi(r) g(x) + uo(r); 


vr) = (zr) f(T) + vo(2). 
车 uo(z) = 0, 则 g{z)|1 矛盾 .同样 vo(z) 了 关 0. 设 


deg uolx) < deg g(x), deg vo(z) < deg f(z). 
. 72 ， 
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于 是 
(ux) + oz) Fr) gr) + uo(z) FT) + v(x)g(r) = 1 
如 果 (ailz) 十 vi(T)) 了 (tz)9(xw) 关 0, 则 由 


deg((u (7) + v1(T) fF 9)) 
> deg f (27) + deg g(x) 
> deg(uo(Z)f (2) + volr)g(r)). 


因而 


deg(w(z}f (2) + vx)g(r)) 
= deg((m (2) + v1(T) f(z)g(z)) 
> D0. 


这 就 产生 矛盾 ， 故 (wi{z) 十 wi1(z))f(z)g(x) = 0. 于 是 有 
uo(z)f (2) + volr)g(r) = 1. 
设 多 (xz), B(x) 也 满足 条 件 


A(z) f(z) + az)g(z) = 1, 
deg i(z) < deg g(x), 
degd(z) < deg f (2), 
则 有 
(uolz) -az))F(z) = (Hz) — vo(z))g(z). 


由 (f(z), g(2)) = 1 知 g(x)|(wo(x) — i(z)). 但 deg g(x) > 
max{deg uo(z), deg (zr)}. 故 wo(x) = (x). 同 理 站 x) = tofz)， 


.3 . 
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总 结 以 上 可 知 ， 满 足 
zj) + v(x)g(r) = 1, 
deg u(x) < deg 9(7), 
deg v(x) < deg f (7) 


的 wx),， v(x】 在 在 唯一 口 
从 这 个 例子 还 知道 
1) wi(®) = ~ 
2) 如 果 u(z)f(z) +v(z)g(z) = 1, degu(z) < degg(z), 风 
deg v(x) < deg f(x). 
例 2 设 f(z), g(7), h(x) & Plzj, 而 且 


(x +1}h(z}+ (rz— 1)f(r) + (r+ 2)g(x) = 0, (Lb, 
(x? + hr) + {r+ F(z) + {rz — 2)9(z) = 0, (2) 


试 证 (2 十 DI(f(2), gz)). 
证 将 (1) 与 (2) 相 加 ， 可 得 


2(z + 1)h(z) + 2r{(f (x2) + 9(7)) = 0. 
由 (x2 十 1，z) = 1, 知 
1 +1|f(r) + g(x)}. 
再 将 (1) 减 去 (2) 得 
-2f{(2) + 49(x) = 0. 


故 f(x) = 29(z). 故 z2 十 TFT(z)，z2 + 1lg(z). 口 
另 证 将 f(z)，g(x), h(x) 看 作 包 项 式 函 数 . 令 zz = 一 1 
代入 (1), (2) 得 


(VI -DAVTI) + (VI+2)g(V1)=0, (1 


， 了 4 ， 
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(VTI+DAV-I)+ (VY-1- 2)g(v-1)=0, (2) 
两 式 相 加 ， 相 减 分 别 得 下 面 两 式 : 
2V—t(f(V 1) + gv -1)) =0, 
-2f(v—1)+4g(v—1)=0. 
于 是 f(yv-1) = g(v—1) = 0. 间 理 f{(~-v-1) = g(—-v-1) =0. 
从 而 2 十 11(F (xz),，g(2)). 局 

实际 上 ， 第 一 种 证 法 比 第 二 种 证 法 直接 、 简 单 .而 且 得 到 的 结 
果 要 多 一 些 (f(x) = 2g(x)). 但 第 二 种 证 法 从 想法 上 较 自 然 ， 因 为 
z2 十 站 FUz) 当 且 仅 当 f( 土 v 二 1) = 0. 这 种 证 法 还 包括 了 将 多 项 
式 的 系数 域 括 大 的 思想 . 

如 果 卫 , 卫 都 是 数 域 . 县 卫 E P. 因而 P[z] € PIz]. 我们 
曾经 指出 ， 如 果 f(xX)，g(z) E Plz]，g(2) 关 0. 那么 ， g(x) 除 
f(z) 在 Plz] 中 与 在 PIz] 中 的 商 式 余 式 是 相 辣 的 .办 面 由 办 转 相 
除法 f(x)，g(z) 在 Pl[z] 与 Plz] 中 有 相间 的 首 一 的 最 大 公 因 式 
(f(x), 9{2)). 

例 3 设 f(z) E Plzl. f(x) 的 标准 分 解 为 


fz) = epi(z) pam) pes)™, ki>1. 


ki 称 为 不 可 约 多 项 式 P(X) 在 f(z}) 中 的 重 数 ， 车 Yi, kk 二 1 则 
称 f(x) 无 重 因 式 车 有 io 使 得 kyo > 1, 划 称 f(x) 有 重 因 式 ， 试 证 
下 列 条 件 等 价 : | 

1) f(z) 无 重 居 式 ， 

2) f(x) 作为 己 [z] 中 元 素 无 重 根 ; 

3) (f(x), F(z))=1. 

证 1)=> 2) 若 p(x), g(x)E P[z], 不 可 约 , 有 (p(z), g(x)) = 
1. 因为 (p(x)， P (2)) = 1, (gl2), g (2)) 三 1 玖 p(x), g(z) 站 必 
中 无 重 根 . 且 p(X), 9(z) 在 口 中 无 公共 根 . 于 是 f(x) 无 重 因 式 ， 
则 在 忆 中 无 重 根 . 


Ts 
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2) 一 3) 因为 f(z) 在 C 中 无 重 根 . 故 (f(x), f(x))=1. 
3) 二 1) 设 f(z) 一 cpl(zjiapa(z) 生 Pr(z) .于 是 


f(z) SE ( ipi(z) 一 到 :(z) TT ps (2)* 小 


Ed 
注意 到 


(a pilz) [nce | = 1. 


jt 


1= (f(z), f(z)) = JJ mo) 
jl 

于 是 一 1 二 0, 1 <7 了 <r. 孝 局 二 1, 1<7 和 7. EO 
重 因 式 . 

此 例 也 可 以 按 引 二 9), 2) 一 > 1), 1) 一 > 3) 的 硕 序 ， 或 别 
的 顺序 来 证 明 . 

例 4 设 Fz)eEGQpl 且 ffz) 不 可 约 . 又 4aEC,a,a ! 都 
是 f{z) 在 中 的 根 . 试 证 ， 若 5eE C 也 是 f(x) 在 中 的 根 ， 
则 571 也 是 f{z) 的 根 . 

证 设 deg f(z) 二 n, 因为 Fa] = f(a !)==0 故 (f(z), 7) 
二 1. 由 (8)=0 知 b 关 0. 故 61 存在 记 


f{2) = anzn 十 on 1zn + 二 G12 十 a0. 


令 
g(r) = Qo0w" + QT 十:… 十 Qn_1 人 十 tn 


于 是 g(c) = 0 当 且 仅 当 jc = 0. 由 于 


la) = f(a ')=0, 
. 76 . 
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苓 

g(a) = g(a !) =0. 
于 是 作为 Clz] 中 元 素 有 

(2 — a)l(f(z), g(x)). 


因而 在 Q[z] 中 ，f(z), g(z) 不 是 互 素 的 . 由 f(x) 不 可 约 . 故 f(7) 
为 f(z) 与 9(z) 的 最 大 公 因 式 . 即 f(z)lg(z). 注意 到 deg g(x) = 
deg f(x) = n, 因而 g(z) = dz de Q, arz0 由 f(b) =0, 
知 9(5-') 二 0. 故 2 = 0; 口 

一 般 ， 如 果 f(z) 一 二 at ED 了 Iz] 是 不 可 约 的 ， 则 g(x) = 
= Qt" ey 


事实 上 , 若 f(x) = 及 (z)(7), 我 们 用 上 而 同样 的 办 法 可 构造 
91(z)，92(X). 则 有 g(x) = gi(z)g2(z). 
如 果 人 允许 使 用 分 式 形 式 ， 这 样 写 起 来 更 简单 ， 此 时 有 


g(z) 一 af) = "f(a(2) 
一 sm f(s" fa(2) 一 gifzjga(oh 


这 里 mi = deg 睫 (z), i= 1, 2. 

例 5 设 f(x), 9g(z) € Z[z], deg f(z) > 1, degg(z) > 1. 
又 (f(z), g(xX)) = 1. 则 只 有 有 限 包 个 上 E ZZ 使 得 g(k)|f(k). 

证 由 (f(z)，g9(z)) 二 1 故 有 u(x)，v(z) E Q[z] 使 得 
ur) f(z) + vr)g(r) =1. 设 


ul(2) = (ez), v(x) = vi(z), 


m1, m2), Ny 2 € 2, 且 (mi, 1) = (m2, 2) 一 w(x), oi) 


均 为 本 原名 项 式 ， 于 是 
nom2eui( zt) f(T) + noemvi (zr) g(r) = mme. 


2 
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若 玉 CE 名 使 得 gf F(R), 则 gtk)hmimz. 故 9(K) 是 alms 的 因 
数 . 对 nimz 的 任 一 因数 m, 9(z) 一 m 的 整数 根 是 有 限 的 ，m1mm2 
的 因数 是 有 限 的 ， 邦 


{hk EZ| gE)mimz} 


是 有 限 的 ， 因 而 其 子 集 {hE Z|g(k) | {如} 是 有 限 的 . 0 
例 6 设 f(z) € Zlz], Pp 是 正 整 数 ，p > 1. 如 果 


pF(E), k=0,1,..., 7—1, 


则 zi 无 整数 根 . 
证 设 m E22, 则 有 m= 二 mp 二 0K 之 pp 一 1， 设 
f(z) = Dir, os € Z. 于 是 


pn = 


# 二 内 
三 S (mod p) 
二 从 
屠 
f(m) = f(k) (modz)， 
因为 p 村 (kK), 0 之 之 p 一 1, 状 Pp 村 (mm). 特别 有 f(m) 闯 0. 
口 

此 题 实际 上 有 更 强 的 结果 :pf(m), Ym E 2Z. 

Dp 取 一 些 特殊 素数 ,如 2, 3 时 , 常 是 有 用 的 . 例如 , 车 有 奇 素 数 
m, 偶数 n 使 f(m)，f(n) 都 是 奇数 ， 则 f(z) 无 整数 根 ， 丸 如 ， 
若 3 本 (0), 3 村 ( 士 上 ), 则 f(z) 无 整数 根 . 

例 7 了 设 (2),， fo(2), ...， f(T) E P[z]. 而 且 i 天 7 时 ， 
(fi{2), f(x)) 三 1. 又 r(x), Tr2(7), "ey ri (x) = P[zl. 求 f(z) 
使 得 

jz) ri(r) (mod fy(7)), 1<j<t. 
-78 . 
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F(x) = fi(x)f2 (2) filz), 
E(r)= | f(r)=F (a)/ $e), 


i 


由 于 天 了 时 (f(z) fi{(2)) 一 二， 故 {F(z), f(2)) 一 工 故 有 
uj(z), vy(2) € P[z], 使 得 


WT) F(T) + Viz) f(x) = 1. 


令 
f(x) 一 (zj)ri(z) + KL) FL). 
t= 

由 于 

Fi(s)=0{(mod f(x)), i 

wi(z) F(z)ri(r) = ri(£) — v(x f(r) rl) 
= ry(z) (mod fy (2)); 

F(x) = 0 {mod f;(7z)), 

因而 


f(z) ry(z) (mod f(x)), 1<i<t. 品 


不 难看 出 这 样 的 f(x) 不 是 难 一 的 . 此 外 ,如 果 令 方 {z] 三 了 一 

ai 我 们 就 回 到 Lagrange 插值 公式 了 . 但 是 这 种 思想 中 国手 就 有 

了 ， 它 体现 在 “孙子 定理 ”中 . 南北朝 时 期 的 名 著 孙子 算 经 》 中 

* 物 不 知 数 ”一 问 说 : “ 今 有 物 ， 不 知 其 数 ， 三 三 数 之 苯 二 ， 五 五 

数 之 剩 三 ， 七 七 数 之 剩 二 ， 问 物 儿 何 ? ”用 现代 语言 来 说 ， 求 非 负 

整数 n 使 得 ni 二 2 (mod3), 7m 反 3(mod5), ni 三 2{mod7), 答案 
是 23 或 23 二 105K, keZ. 
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习 题 
设 f(x), g(x) € Plz]. deg f(r) > 0, deg 9(7) > 0. 添上 什 
么 条 件 后 ， 满 足 
u(r)f (rT) + v(x)g(7) = (Fz), 9(7)) 
的 (2), V(x) 基 崔 一 的 . 
f(x) (1 < i < 机 邦人) (1 < 7 < € Pe]. 试 证 
fi(z), 六 (不 (= (gx), (zh ..., gr(z)) 


的 充分 必要 条 件 是 上 (5) 是 gu(z)，p(X)，...，g(z2) 的 组 
合 gji{z) 是 有 (5)，f(2), ….， 承 (2) 的 组 合 (vi, 站 ， 


设 41，G2，. ..，Qn 是 不 同 的 整数 ， 试 证 
(TZ — alz— a2)(T— an)—l 

是 Qfz] 中 不 可 约 多 项 式 . 

设 QI ，02，-...， tn 是 不 同 的 整数 . 试 证 ， 当 n>4 时 
(T— A(z oa) (s ~ an)+1 

是 Q[z] 中 不 可 约 多 项 式 . 

举例 说 明 习 题 4 中 条 件 “ n > 4 ”不 能 去 掉 (除非 ni = 1). 


设 f(x) € Zfz], deg f(z2) 二 n. m= jn 或 者 m= #3(n 1). 
车 有 1, 03,，.. ,ak EZ 此 > 21m 使 得 


flai)=+l, 1 <i<k, 


则 f(z) 在 Q[z] 中 不 可 约 . 


. 80 ， 
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设 fx), g(x) E Plzl. m(z) €E PIz] 是 f(x),， yt) 的 最 小 
公信 式 , 如 果 ”atzi 满足 下 面条 件 : 


Fr)lm(z)}, rlmte); 
若 f(x)|h(zx), gz) h(a), WW PR 人 (| 天) 
试 证 


1) f(z), g(x) 的 最 小 公 倍 式 存在 ， 且 除 一 个 非 零 常数 因子 
外 是 唯一 的 . 


2) 以 [A(z)，g9(7x)] 表示 f(x)，g(z) 的 首 项 系数 为 1 的 最 
小 公 倍 式 . 车 f(z), g(x) 都 是 首 一 的 ， 则 


[AIz)， g(x)}( f(x), g(7)) = Frz)g(z)， 
3) 设 
不 此 
f(r) 一 aifz)m g(z) 一》 Pi(z)m 
i=1 二 1 
(am 关 0, ni 之 0, mi; 之 人 0 为 f(z)， g(x) 的 标准 分 解 。 则 
不 
(fC), gj = [rie 
2= 
设 f(x), Ti(z) €E Plz}, 1 < i<t Biz#IN (f(r), fy(7)) 
二 1. 又 设 fi{2) 三 ri(%) (mod 下 (2)), 1<E < 上 试 证 
1) g(x) 三 ri(z) (mod fi(2)), 1 < i<t, 当 且 仅 当 
gm) = fx) (mod f(z) folr):... f(z)); 
2) 满足 条 件 
f(T)} ri(r) (mod fi(z)), 1 < ¢ < 


deg f(7) < 》 deg fi(7) 


?二 1 
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的 f(x) 存在 唯一 . 


设 gq1(2), g2(T), ri(z), ral7) = Plz]. 而 且 9g1(7) 天 0, g2(T) 
A 0. 
1) ”试问 和 何 时 存在 fx) 使 得 


fts) ri(r) (mod gi(£)), 1 = 1, 2. 


2) ”如果 f(z),， h(x) 都 满足 上 述 条 件 ， f(x) 与 h(x) 有 何 
关系 ? 


3) 如 果 有 f(x) 满足 上 述 条 件 ， 和 什么 情况 唯一 ? 


，82 . 
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第 二 章 行列 式 


行列 式 是 多 元 一 次 方程 组 (线性 方程 组 ) 求解 中 产生 的 ， 现 在 
它 不 仅 是 解 线性 方程 组 的 工具 ， 也 是 线性 代数 以 及 别 的 数学 ， 物 理 
中 常用 工具 - 行列 式 的 概念 很 简单 .关键 是 计算 行列 式 的 技巧 及 应 
用 行列 式 的 灵活 性 .这 是 要 特别 注意 的 . 


2.1 和 矩阵 


在 数 域 号 中 取 mrm 数 ， 将 它们 排 成 m2 ( 横 ) 行 ，n { 餐 ) 列 的 
长 方 阵 (将 第 i 行 ， 第 了 列 的 元 素 记 为 gi;), 再 加 上 括号 ， 即 有 


ll 2 ln 

da 2 QQ2n 

Gm] m2 nn 
我 们 称 它 为 呈 上 的 一 个 mx x n 算 阵 . 通常 用 一 个 英 交 大 写字 和 母 例 
如 刀 表示 .从 上 到 下 的 各 行 俯 次 叫 第 1 行 ，..., 第 m 行 ， 并 记 
为 Towi 由 4，...，rowm4i 从 左 到 右 的 各 列 依 次 叫 第 1 列 ，..., 第 


1 列 ， 并 记 为 co 4，..-，cola4; 矩阵 中 每 个 数 ， 也 叫做 矩 几 的 元 
素 ， 第 1 行 ， 第 了 列 处 的 数 (元 素 ) gij, 也 记 为 entiyA. 

王 上 的 mx 如 和 矩阵 几 与 右 x 矩阵 B 叫 招 相等 ， 如 果 满 足 
l)}m= k,n=t: 2) entiyA = entiyB, 1 <i<m,1<i<n. 
也 就 是 说 有 ，B 是 一 样 的 . 

只 有 一 行 的 矩阵 叫 行 矩阵 ; 只 有 一 列 的 矩阵 叫 列 矩 阵 . 
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一 个 nn Xn 的 矩阵 是 散 只 阶 方 阵 . rn 阶 方 阵 


1 0 0 :… 0 
I 0 1 0 0 | 
0 0 0 1 
其 中 a 
ety = = 
称 为 只 阶 单位 方 阵 . 
例 1 和 矩阵 


1 1 1 1 
4=|12 3 4 
1 3 6 10 


的 第 2 行 ， 第 3 列 与 第 2 行 第 3 列 的 元 素 分 别 为 
| row24 一 (1 2 3 4), 
1 
colaA = 日 , 
6 
entayA = 3. 


设 妃 是 一 个 m x mn 的 矩阵 


ttt R12 mn 

0 0 
Fp 21 22 2n 

tml Gm2 {mn 


将 的 第 1 行 ， 第 2 行 ，..…., 第 1m 行 硕 次 竖 排 成 第 1 列 , 第 2 
列 .… 第 铝 列 ， 得 到 另 一 个 矩阵 


他 11 G31 nil 
全 12 2 + 
Tn on nn 
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称 为 4 的 转 置 . 常 记 为 4 (或 4 ). 
显 扰 和 记 是 nxm 算 阵 ， 且 与 区 有 以 下 关系 : 
entijA! ~entyA, li<n, 1<7m; 
rowiA’ = (coliA), 1 <i<n:; 
colyA’ = {rowA), 1l1<j<m. 
而 且 ， 若 一 个 nx m 惩 阵 B 与 4 有 上 述 关 系 之 一 ， 则 B = 4， 
另外 两 个 关系 也 成 立 . 
3 了 
4- E : 
1 9 


例 2 宅 阵 
;_ /3 2 1 
4=(r 8 引 
为 叙述 方便 ， 我 们 介绍 三 个 术语 以 及 表示 它们 的 符号 . 
1. 车 将 算 阵 4 的 第 i 行 {第 了 列 ) 的 每 个 元 素 都 乘 以 数 太 ， 


而 其 它 元 素 不 变 ， 所 得 的 矩阵 称 为 由 的 第 2 行 (第 7 列 ) 乘 太 记 
为 Akr; LAke;). 于 是 4 与 Apr; 有 下 面 关 系 


的 转 置 为 


rowrAkr, 一 TOWI4， 了 天 让 


IOWiArr. = (kentiiA, kentizA, .:.) 
第 二 个 等 式 右边 简 记 为 上 rowiA, 于 是 
rowi kr = ErowiAd. 
类 似 地 4ke 与 4 有 下 而 关系 
coliAkc; = cohA, {A 


kenti;A 
colj Age; = kcol;A = ht | 
-六 
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1 2 3 
例 3 Ra 了 s) 
3 6 9 


1 2 3 1 2 1 
Ass=|6 12 18|j， 4c=|2 4 21. 
3 6 9 8 3 6 3 


2. 将 矩阵 4 的 第 i 行 ( 列 ) 加 上 第 了 行 ( 列 ) 的 大 悦 ， 而 其 
它 行 ( 列 儿 {包括 第 7 行 ( 列 )) 不 变 , 即 4 的 第 i 行 ( 列 ) 的 每 个 元 素 
加 上 第 了 行 【 列 ) 对 应 元 素 的 尺 信 ， 这 样 得 到 的 矩阵 记 为 人 Rn 
(4c,+kcj)， 于 是 

IOWi dri+kri 一 TOWI4， 【天 证 
rowiAr.+kr; = (entilA4 + kentiiA, ...). 
我 们 将 上 式 右 边 记 为 rowi4 十 天 Towj4， 于 是 
roOWiAri+kr; = TOWiA+ krow;A. 
类 和 伏地， 有 
colt4。Hke = col4， I#i 
coliAc, rc; = ColiA + keolyA, 
其 中 
entii 疙 十 kent1;A 
coliA + kcolyA = [4 十 eat 5 


例 4 对 于 例 3 中 的 4, 有 


1 2 3 1 0 3 
rr 一 2 4 6 3 有 4 一 2c1 一 2 0 6 了 
0 0 0 


3 6 9 1 2 3 
Antm 二 12 4 6|， Ars+tr = (: 6 9]. 
3 6 9 3 6 9 
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3， 将 矩阵 4 的 第 i 行 ( 列 ) 与 第 了 行 ( 列 ) 互 换 , 其 余 行 ( 列 ) 
不 动 ， 所 得 的 矩阵 记 为 Ar,r，(Aces), 即 有 
rowiArr; 一 TOWI4， {#1, 了 
rowiArr; 一 rowj;A4:; 


rowjArr; ~— rowiA. 
类 似 地 ， 


coliAc;e; = cohA, i#i,7; 
coliAcie; = col;A; 
colj Acie; = coliA. 


例 5 对 于 例 3 中 的 4, 有 


2 4 6 1 3 2 
a 一 1 2 3 全 es = (: 6 4 " 
3 6 9 3 9 6 


定义 1 设 4 是 一 个 矩阵 . 称 xn (Ek 天 0), A rhr;: Arir; 
(Agc; (Kk #0), ckci dcji) 为 4 经 过 一 次 初等 行 【 列 ) 变换 
得 到 的 和气 阵 ， 初 等 行 变换 。 初 等 列 变换 ， 统 称 初等 变换 . 


习 是 
1 由 下 面条 件 写 出 m x n 征 太 A 及 转 寺 矩阵 4 
1) m=n%n, entiyA=al ,1 <i<n,1<ij<n. 
2) m=3,n=2, entijyA=6d60, 1 <i<3,1<7<2. 


3) m=n, entiyA= ti, 1<iij<n. 


t+7 一 1? 
2 li—il 一 0; 
4) m=n, entyA=4 一 卡 -j|=1; 
0, i—j|>1. 
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0, iy; 


5) i 二， entsj;A4 一 | 1, i> i 


2 用 初等 行 变换 将 n 阶 方 阵 4 变 为 ni 阶 单位 方 阵 了 并 求 如 


经 过 这 些 同 样 的 行 变换 所 得 的 方 阵 . 
10 00 
1 100 
HU A=|1110 
11 11 
1 1 1 1 
| 
2 A=|]1 1 1 -1 
Ee 
3) 4= (; 5 关 4 
一 b D 9 六 。 
at 0 0 
4) A4= 上 092 | 这里，II2 ia 关 o, 而 
0 0 .on 


[时 | 时 ， enti ;A4 = 人 0. 


2.2 行列 式 


中 学 课程 中 已 经 介绍 过 2, 3 阶 行列 式 及 其 在 2, 3 元 一 次 ( 线 
性 ) 方程 组 中 应 用 . 我 们 在 2, 3 阶 行列 式 的 基础 上 用 归纳 方法 定义 
一 般 即 阶 方 阵 4 的 行列 式 ， 记 为 det A 或 | 和 | 

车 4 = (@) 为 1 阶 方 阵 , 则 将 a 叫做 4 的 行列 式 , 即 det 4 = 
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我 们 知道 2 阶 行列 式 为 : 


x b a 8 
一 一 — be 
det ( | «a ad 
3 阶 行 列 式 为 
ai b1 el al 8 a 
det | ao bs cl=|las bo oe 
23 bs ca aa bs cs 
一 0boes + bicaga 十 claotbas 一 &1c2ba — Piroc3 一 cibots 
加 ba ca a2 2 Q2 ba 
ol bs C3 3 C3 | 站 有 bs 


我 们 可 以 依次 定义 4 阶 ，5 阶 ，... 方 阵 的 行列 式 . 一 般 假定 
nn 一 1 阶 方 阵 移 行列 式 已 经 定义 了 ， 对 于 一 个 ni 阶 方 阵 


Q11 Q1j Gln 
及 二 | ail iy Cin 
dnl ny nn 


划 去 entiij4 所 在 的 行 〈 第 衬 行 ) 与 所 在 的 列 (第 了 列 ) 后 得 到 一 个 
nn 一 1 阶 方 阵 


11 一 1 7 二 1 Se ln 
ll dil lil 1n 
Bit11l li jl Wil1n 

nl "+ {nj—1 tr j++ 1 a nn 

| 


它 的 行列 式 Mi 叫做 oR 如 A 的 余子 式 . 
用 余子 式 的 语言 ， 上 上面 2，3 阶 行列 式 可 以 写成 


b 
一 a = bMs. 
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a hh Cl . 
az by c= AM — M2 + cr Ma. 
9 bs 总 
由 此 我 们 用 妇 纳 方法 定 交 于 阶 方 阵 的 行列 式 ， 
定 尽 1 夺 一 阶 方 阵 4 = (aiij 的 行列 式 为 


det A = |{(a11)| = mail. 


如 果 ni 一 1 阶 方 阵 的 行列 式 已 经 定义 ， 则 nn 阶 方 阵 和 4 的 行列 式 定 
义 为 


det 4 = |4| = 3 (~) (ent1yA) M1j;, (1) 
j=1 
其 中 MMi; 是 entlj4 的 余子 式 ， 即 划 去 4 的 第 1 行 , 第 7 列 后 所 
得 的 7 一 1 阶 方 降 的 行列 式 . 
例 1 设 4 是 mm 阶 下 三 角 方 阵 


i1 Q 证 站 
dl2 dd22 … 0 

过 一 
nl Qn2 1 nn 


即 1< 了 时 ，entii4 一 0 则 
det 4 = 811022 :+ nn 
证 兄 二 1 时， 结论 成 立 . 设 于 一 1 时 结论 成立 . 于 是 


a22 0 -…… 0 
Mi = > 站 33 0 Eo 
Gn2 Wn3 Con 
由 行列 式 的 定义 知 


nn 
det A = 14| 一 (一 TU (ent1;A) Mi; 
23=1 
= QM = L102 7 Onn. 
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因而 结论 成 立 . 口 
定理 1 设 4 是 一 个 n( 之 2) 阶 方 隆 . 则 
det A=)》 (—1)'ti(entiA)Mi. (2) 
t= 二 1 


证 n= 二 1,2 寺 ， 定理 显然 成 立 . 假设 nn 一 1 时 定理 成 立 ， 设 
全 为 中 阶 方 阵 ， 且 enti;A 二 aij 于 是 


但 
det 4 = YS (~1)it’ (enti; A)MI; 
j=1 


= a11Mii + > (—1) (enti;A) ai 
j=2 


由 于 Mi1j 是 n 一 1 阶 ( 方 阵 的) 行列 式 ， 且 4 的 第 i 行 (i > 2) 去 
掉 aij 之 后 为 My 的 第 i 一 1 行 ， 因 而 由 归纳 假设 有 


M1; 一 》 (DD tea(Miy)a 
这 2 


一 (—1)ian(Miy)a, 
:=2 
其 中 (adj 是 4 划 去 第 1 行 , 第 i1 行 , 第 7 列 与 第 1 列 后 所 得 
的 于 一 2 阶 方 阵 的 行列 式 ， 即 


(M1j)i1 = 
他 2 a (2 7—1 02 7+1 和 an 
R12 i 11 1 ln 
Qi+12 jl lj ln 
na i tr y—1 try 7 十 1 nn 
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另 一 方面 ， Mil 也 是 nw 一 1 阶 方 阵 的 行列 式 . 面 且 4 的 第 7 
列 去 掉 ai; 之 后 是 Mil 的 第 7 一 1 到 . 因而 由 行列 式 的 定义 有 


Li 
Ma = (1) tO Voy(Ma)y, 
i=2 


其 中 (3Mi)1; 是 4 去 掉 第 i 行 , 第 1 行 , 第 1 列 与 第 了 列 后 所 得 
的 如一 2 阶 方 阵 的 行列 式 ， 由 此 


(Mi)1; = (My): 


因 面 ， 我 们 有 
SC—1) "lo Mi 
二 1 
= GM 十 SC—1) To [oo 
i 一 2 了 一 2 
= GM 十 2, 2 (1) tt oo; (Mij)a 
i=2 j=2 
= auMiui + (1) tio My 
j=2 
= det A. 
于 是 定理 对 任何 于 > 2 都 成 立 . 


例 2 设 和 万 是 一 个 n 阶 上 三 角 方 阵 , 即 entz4 一 0 当 3> 
时 . 则 det A = ]|ent;;A. 


证 利用 定理 1 及 例 1 的 办 法 即 可 . 口 
nn 阶 方 阵 
ll 如 12 a 
站 = 21 位 22 Qn 
ml Um2 rn 
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从 左上 角 到 右 下 角 叫 主 对 角 钱 或 简称 对 角 线 , 其 上 元 素 Q11，a22， 
.ann 称 为 对 角 线 上 元 素 或 对 角 元 素 . 如 果 4 满足 1 关 7 了 时， 
ai 二 0, 即 


11 0 0 
本 一 0 中 0 
0 Qs 
则 称 4 为 对 角 矩 阵 且 记 为 4 一 diag{a11，4922，:..，ann). 此 
时 ， det A = a11i0220 :Onn. 
习 题 
计算 下 面 行列 式 . 
cose Sno 
Sno Coosa | 
TT YY 2 
2. Iz Zw YY 
Y 这 时 
1 & €2? 
3. a2 1 & 
s 52 II 
a 
4. 一 让 0 ce 
—b —c 0 
0 0 如 a 
0 心 ta 0 
0 Rn—1 0 0 
人 0 0 0 
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0 0 0 01 
0 0 {9 I2n 
了 . +， 
0 dan-1 dn-in-l fn-_in 
tn 全 n2 0 tn n—1 dnn 
0 1 0 ... 0 0 
0 2 ... OD 0 
0 0 0 :1:. 0 ni 
n 0 0 ::. 0 0 
0 0 0 1 0 
0 0 2 0 0 
nl 0 0 0 0 
0 0 0 0 nn 
区 和 0 0 0 
OO zr 4 0 0 
10. |... an 
0 0 0 rT vy 
yy 0 0 0 zx 
0 12 0 0 0 
21 0 0 0 0 
11. 0 D aa 0 0 
0 0 0 0 ds 
D 0 0 (54 0 


2.3 ”行列 式 的 性 质 


技 行 列 式 的 定义 来 计算 行列 式 往往 很 复杂 ， 因 而 需要 研究 行列 


式 的 性 质 ， 以 便 简 化 计算 . 
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性 质 1 车 为 方 阵 A 的 转 置 ， 则 
det A = det A'. 


证 对 4 的 阶 数 作 归纳 证 明 . 阶 为 1, 显然 此 性 质 成 立 ， 设 阶 
为 nn 一 1 时 成 立 . 讨论 4 的 阶 为 nn. 设 


dll 2 *** Qln 

六 但 , wr [ 
到 21 2 21t 

nl Qn2 i nn 


于 是 _ 
det 4 = S11 Mj. 


7=1 


其 中 M1; 为 Rn 一 1 阶 方 阵 的 行列 式 ， 于 是 


a21 i 21 Ga23i+1 an 
Mi; 3 i 03-1 23 计 1 ''' Qan 
nl njl Onj4l … Onn 
| (31 i nl 
一 | 627-1 G3j-1 7 nj 1l. 
QA2 + A3j41 “'* ny+l 
G2n IL3n "nn 


最 后 一 个 怡 为 A 的 元 素 ent71 A! 的 余子 式 M1. 而 enti1 A 一 
ent1;44 二 Q17. 于 是 由 定理 1 知 


det A = (1)1tior Mi 
2=1 


一 2_(—1) tentn A'M;, 
j=1 
= det A’, 
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因而 性 质 1 仍 成 立 ， 故 性 质 1 对 任何 nn 成 立 . 口 
此 和 性质 说 明 ， 行 列 式 中 行 与 列 处 于 平等 地 位 ， 因 此 对 于 行 的 性 
质 ， 可 自然 变 为 列 的 烽 质 ， 下 面 只 氢 述 对 于 行 的 性 质 . 主要 考察 初 
等 变换 对 行列 式 的 影响 . 
性 质 2 行列 式 中 两 行 互 换行 列 式 变 号 ， 即 


det Ar.r, = — det A. 


证 仍 对 夺 的 阶 归 纳 证 明 ， 阶 为 2, 显然 
c dl 


a bl 


am b 
oe dl! 


现在 证 明 从 nn 一 1 到 n, 先 证 明 相 邻 两 行 互 换 时 结论 成 立 ， 即 证 
det 4rir il = — det A. 


事实 上 ， 对 定理 2.1, 有 


7h 
det rr 一 > ( —1)*+! (entg1Ar,rs ) ME 3 
k==1 


其 中 Mil 是 全 rr 中 元 素 entp1Ar,r; ,1 的 余子 式 . 设 M1 为 区 
中 元 素 entkl4 的 余子 式 . 由 归纳 假设 有 


Mil, 当 丰 二 2 十 1; 
ft 一 4 Mril 当 k 上 =i 


一 Mr 当 k#¥i, i+1. 


注意 到 
entiid, 当 K=1i+1; 
entki Arir; ya = enti+ 11 刀 ， 当 丰 二 
entriA, 下 大 天 富生 十 上， 
. 96 ， 
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于 是 


det 4 = DD (~1)*ti(entprA)MEk1 
| 
+(—1)tl(entiri 1A)Mi1 EE (—1) +*(enti A)M:1 
一 一 DS (entpr A)ME1 
下 一 
一 一 Qet 4. 
下 面 讨论 任意 两 行 互 换 ， 不妨 设 < 7. 我 们 将 第 i 行 与 第 7 
行 互 换 ， 只 要 依次 将 第 i 行 与 第 i 十 1 行 , 第 ?十 2 行 ，..., 第 7 
行 互 换 后 得 矩阵 


rowi_1A4 
rowi+14 
和 Al 一 * 
row;A 
TO 六 


再 将 Al 的 第 了 一 工行 即 rowjyA 依次 与 41 的 第 了 -2 行 , 第 7 一 3 
行 ， si 第 行 互 换 ， 即 可 得 rr。 注意 到 从 4 到 Al, 从 Al 到 
4ur; 分 别 经 过 j 了 一 i 次 ，( 一 1) 一 ; 次 相 令 两 行 互 换 ， 于 是 


det Arr; = {(—1)CTH+UT Didet A = — detA. 


即 mn 阶 行列 式 有 性 质 2. 故 性 质 2 成 立 . 口 
性 质 3 ”行列 式 某 行 丧 太 则 行列 式 乘 天 (到 为 任何 数 )， 即 


det Axr, = kdet A. 


了 
det Agr = D_(—1) ti(entisAxr) My 
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n 
= Sl1) (entyy A)Mi; 
j=1 


= kdet A, 
对 任意 的 ?， 注意 到 (Apr, }rir; 一 (riri )kr 破 


det 4kr， = — det(Apr;)rir 
= — det{Arr, jxr 
一 —kdet Arir, 
= kdet 4. 


推论 车 有 4 中 有 两 行 成 比例 ， 即 有 i, j 使 得 
entjiA = kentaA4, [=1,2,...,n, 
我 们 记 为 rowj4 = 二 krows: 有 #4. 则 
det A=0. 
证 ”我们 先 作 一 个 矩阵 441 满足 


rowrAl = rowrA, lj; 


rowyAl = rowiA, 


于 是 有 
raw Al 一 roOW;Al 或 (41jrir; 一 1. 
六 二 (A1) kr;. 
到 而 
det A =kdet 41 = —kdet(Al)rr, 
= 一 上 det 41 = — det A. 
， 9 : 
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上 页 det A 二 0, 口 
特别 ， 一 行为 零 ， 或 两 行 相同 的 行列 式 为 零 . 
性 质 4 设 n 阶 方 阵 A 的 第 i 行为 


rowiA = (b+ce, ba es, ..., bn en). 
叉 设 t 阶 方 阵 41，42 各 为 4 的 第 1 行 分 别 换 成 
(0b1, by», sy bn), (cl， C2 -rs Gr) 
其 余 行 不 动 ， 即 
row;Ai = row;A2 = row;A, jz 1 
rowiAl 一 (Bb1, bo, 和 b,), 
rowiAs = {ce1, C3, ..., Cn), 
则 
det A = det Ai + det A», 


证 分 别 以 Ml; 和 MI; 表示 二 和 ns 的 元 素 ent1 ;A4 和 
ent1j 及 rir, 的 余子 式 ， 于 是 


det A = — det .4.1r; 
EE 
= -Diti(b + er) MI; 
j=1 
a 四 四 
=— DD Vb Mi;— DS (1) eMi; 
j=1 j=1 


= — det(Ai)rir, ~ det(Az)}rir, 
== det Ai 十 det Ao. 


性 质 5 方 阵 4 的 第 i 行 加 第 j 行 的 上 上 倍 , 行列 式 的 值 不 变 . 


一 


Bp 
det Ai ~ det 4， 
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证 ”由 于 
rowiAr,+kr, = (entil4 + Kentj1A,..., entinA + kentjnA). 
于 是 由 性 质 4 
det Ar,+kr, = det 4 十 det 41， 
其 中 4 满足 


TOWI 41 =rowrA, 17; 
IrOWwiAl 一 krow;4 = 一 krow; Al. 


页 det 41 二 0. 玻 性 质 5 成 立 . 口 
虽然 ， 在 行列 式 的 定义 中 赋予 了 第 一 行 特殊 地 位 . 但 通过 上 面 
性 质 1, 性 质 2 知道 行列 式 中 各 行 各 列 的 地 位 实际 上 是 平等 的 . 
下 面 的 定理 更 充分 地 说 明了 这 点 . 
定理 1 (Laplace 展开 ) 设 4 为 寻 阶 方 阵 ，enti4 = ar 的 
余子 式 为 Mi; 则 


det A 三 (1)' to Miy 91) "tow Miy. 
7=1 z= 
{上 面 二 式 分 别 巴 按 第 i 行 ， 第 7 列 展开 . ) 
证 将 4 的 第 1 行 依次 与 第 i 一 1 行 , 第 i 一 2 行 , 第 1 行 对 
换 ， 得 一 矩 隆 441. 于 是 entijyA1 = enti; 有 A, 而 ent1;A1 的 余子 式 
Mi1; 二 Mi;. 鼓 


det A = (—1)™ det Al 


= CD DDi(enty A) MY, 


j=1 
i 多 
一 S17 (enti; AJM:;, 
了 一 1 
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即 第 一 个 等 式 成 立 ， 第 二 个 等 式 只 要 更 挽 A 的 列 即 可 ， 口 
例 1 求 Yandermonde 行列 式 了 
1 了 1 
1 1 nn 
| 二 2 22 
人 nn 


解 ” 从 第 nn 行 开 始 每 行 加 上 前 一 行 的 一 x1 倍 ， 由 行列 式 性 质 
知 值 不 变 ， 于 是 


1 1 证 1 

0 2 一 工 ] 和 Tn 一 迪 
d=|0 T2(T2 一 21] n(n — Tz1) 

0 To 一 了 T1) mt — ZT1) 


由 定理 2.1 及 性 质 ， 有 


1 1 1 

中 2 3 Tn 

d=(x2— zx) (Tn— 1)| 12 2 
2 


后 面 是 一 个 1 一 1 阶 Vandermonde 行列 式 . 重复 上 面 的 办 法 ， 最 
后 可 得 


d = (72 — 21) (Tn — Tw1) (73 — TZ2) (Tn 一 2o2) 


I (zn 3 Tn1) 
= J (z;- zi). 
li 
面 | 
: 1l01 : 
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例 2 证 明 
他]11 G12 
他 21 局 22 
El RE2 
Cll Cl 
C1 C22 
Crl Cr? 
ll 1 
__|d2l QQ22 
TklL Ok2 


证 将 上 面 左 边 的 行列 式 记 为 4 对 此 作 归 纳 证 明 . 


bil 


Clk 
避 2k 


Ek 


0 0 
0 0D 
0 0 
b12 Pr 
bo2 bor 
br2 prr 
bu 的 2 ££ bir 
[ba b22 bar 
brl br2 br 


k= 1, 


由 行列 式 的 定义 知 上 式 成 立 ， 现 从 上 一 1 成 立 ， 证明 不 时 成 立 . 由 


nn 
GE 一 (1)tiay Mi; = 【一 1 toMy. 


j=1 


行列 式 定 凡 知 
了 一 1 
M1; 一 
人 21 G21-1 211 
EL QRj1 CEj+l 
于 是 dd 为 
上 站 
DD) ioy | 
4=1 El 
bn hi2 
byl boas 
brl bo 
: 102 . 


2 bl blz bir 
.| Ib po bz 
和 ce ee 
pri Da brr 
dai—l Mjtl tog 
‘QEj-1 Qkjt+l QE 
blr 
po 
bor 
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Cll C12 alg| lb bi2 
_ |Q21 Q22 a2g| 1b21 b22 
CI Ok2 apk| lb bo 
注 ”我们 记 
G11 &12 G1k by bi2 
A | 921 2 (2k B= p2l ba2 
Qkpl Ka 站 大 大 br brn 
Cil £12 Clk 0 0 
= |: 222 Cok 0 二 0 0 
Crl Cr2 Crk 0 0 
并 和 将 左面 行列 式 的 矩阵 记 为 
(2 8) 
© BI 
于 是 ee 
类 似 地 可 证 明 
A 
| =: 
例 3 设 昌 CC 为 n 阶 方 阵 . 
一 一 diag{(—l1, ..., —1), 0= diag(0, ... 
也 是 只 阶 方 阵 ， 则 0 
区 中 = ICl 


blr 

bar 

by 
Dr 
bar 
brr 
0 
0 
0 

, 0) 
: 103 - 
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证 我 们 将 左面 行列 式 的 方 阵 的 第 让 人 之 2 之 7) 列 与 nn 十 3 
列 互 换 ， 得 到 
(B27) 
B -I 


一 共 经 过 了 n 次 两 列 互 换 、 于 是 


0 Cl nilC 0 
本 Bl Ws | 
一 (一 1 | 一 下 
= (天 Cl = IO. 
口 
习 是 
i 计算 下 列 行 列 式 
246 427 327 
1) i1014 543 443|, 
—42 721 621 
呈 yy 人 十 
2) y xz+y Zz |， 
Ty 症 y 
3 1 1 1 
1 3 1 1 
3) 1 1 3 11: 
1 1 i 3 
1]+z 1 ] 1 
1 1 一 了 1 1 
4 
) 1 1 1+gy 1 | 
1 1 1 lil—~y 
1 2 3 4 
2 341 
5 
) 3 4 1 2|: 
4 1 2 3 
. 104 . 
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Qa203 uabi aibz 
6) | pp3 asbl dQ2b2 |， 
oabs Bab wid2 
a2 (at+1)? (at+2) (a+3) 
7) bY 全 十 1)2 合十 2 (+3)? 
2 {et+1)? fc 十 2 (e+ 2) | 
一 (d+1)y (d+2 {d+3)? 
二 1 1 
8) tan A tanB tanC|, A+B+C = 27, 
sin2A sin2B sin2C 
cosp ny COS 多 sing 
9) cos2p Sin2% 2c082P 25in2p 
coshp sin3p 3ecos3p 3sin3p1 
cosdp sindp 4cosdp 4sin4g 
Ab ob 0 一 各 
0 
On—bl on-b ‘i Aan— bn 
Tl1 一 证 9 > WH 
11) se 
江 1 证 妇 "nan 
上 2 3 nl1 1 
1 -i 0 0 0 
12) 0 2 一 了 0 0 
DO 0 0 nl1 1—n 
1 2 2 2 
2 2 2 2 
13) |2 2 3 2 | ， 
2 2 2 nn 
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1 1 1 1 
by lL 三 ] 1 
14) bl bo 9 闻 
BD bs ban 
z 证明 下 面 等 式 
0 1 1 人 1 
1 说] 0 和 
1) 1 0 a 0 
1 0 0 .an 
多 
一 A001 Ry, — > 本 ay | 
t=1] \ #0 
Qo —1 0 0 0 
01 xT —l 0 0 a 
2) a , = Qixn 1 
Gn_? 0 0 TT 一 | i=0 
anr-l 0 0 0 zx 
1+ai 1 1 
3) 1 十 2 1 
1 1 二 an 
所 
一 ala2… an 十 2 | Tory|. 
f=] Te 


3 设 几 4， 二 1， A, 为 阶 方 阵 ， 且 
col;Al = 》 col 4 colj As = colj; A ~ colj41. 


i 
证 明 
det 41 = (—1)"™i(n — 1) det A, 
det A2 = —(n — 2)2"-1 det A. 
:106 . 
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4 设 Hl: U2 |:--， On—l 是 互 不 相同 的 数 . 将 J 的 名 项 式 


1 人 x zn-! 
1 01 a 0 
人 全) = 同 
2 1 
1 re | Qn_1 dn_1 
分 解 为 不 可 约 因 式 的 霖 积 . 
5 计算 ee 
1 a ai Q1 应 ] 
1 2 2 toa a2 
1 on o2 Re 
8 ”证明 
Tl al 13 N14 “ln 
A1T2 To yz G04 “on 
A 和 Al1A2aT3 和 23 | 3 "An 
中 一 让 内 一 让 ni—1 如 一 1 
rn I Ai rn I 和; rn Il a: zn I A， *" 
i=1 i=2 i=—3 i=44 


= (x1 — A ) (TX2 — A202) (Tn1 — M1yn_1) Tn. 


2.4 行列 式 的 完全 展开 


nn 阶 方 阵 4 = (as;) 的 行列 式 det 4 自然 是 m2 个 元 素 aij 的 
梢 数 ， 这 个 画 数 的 解析 表达 式 是 什么 本 节 将 回答 这 个 问题 . 


1L Ci2 


一 人 11023 ~ G12021 
231 2 
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的 一 般 项 是 土 a1i, 92is， 订 ，%2 是 1，2 的 排列 ， 当 和 之 22 时 有 前面 
为 正 号 当 和 > iz 时 前 面 为 负 号 ， 


Ulit Qi2 U1l3 
21 U22 4023 
31 (032 4033 
= a11022033 十 G13021032 二 12023031 


3 O1023032 一 (C1 3022031: 


有 6 项 . 一般 项 是 土 Q1 ;02izQ3isa: 其 中 人 ia, ?3 是 1，2, 3 的 排 
列 . 

(21，22，i3) 为 (，2，3)，(3，1，2)，(2，3, 1) 时 取 正 号 ， 注 
意 这 三 种 情况 刀 ，i2，i%s 之 间 的 大 小 关系 分 别 为 1 <2<33> 
1, 3> 2;2>1,3> 1. 即 大 数 排 在 小 数 之 前 分 别 出 现 0 次 ，2 
次 与 2 次 ， 总 之 是 偶数 次 . 

C21， 22，23)】 为 (3，2, 1)， (和 ,3,2)，(2, 1,，3). 此 时 大 数 排 在 
小 数 前 的 情况 分 别 为 3>>2, 3>1,2>1;3>2> 1 即 分 别 
出 现 3 次 ， 1 次 与 1 次 . 总 之 是 奇数 次 . 

大 数 排 在 小 数 之 前 这 种 反常 次 序 叫 “ 道 序 ”. 

定义 1 设 襄 ，k2，...，km 是 mm 个 不 同 的 自然 数组 成 的 有 
序 组 . 如 打 纪 之 7 了 时 ，Ki > 后 则 称 局 ，E; 构成 一 个 道 序 ; 应 < 此; 
则 称 大， 站 构成 一 个 正 序 . 此 有 序 组 中 北 序 的 总 数 叫 它 的 道 序数 ， 
记 为 Tki, kz ...，krn). 

例 1 7(1, 2) =0,7{2, 1)=1,7(1, 2, 3) =0,7(2, 3, 1) = 
7(3, 1, 2) =2, 7(8, 2, 1) =7(1, 3, 2) =7(2, 1, 3) =1. 

性 质 1 设 训 ， Ko2，...，km 蚌 Tm 个 不 同 自 然 数 的 排列 ， 令 
二 |{K; | 了 了 >> 二 之 此 i.}| 为 集合 {Ri | 了 > 证 语 < 在, 中 元 素 
个 数 . 则 


TRi; kz .., kn) 一 五 十 体 十 十 和 1 
性 质 2 设 ?2， 23, 人 in 是 1， 2， + 了 一 1, 了 十 1， "i 
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的 一 个 排列 ， 则 


T(9， $y i in) = 二 了 一 1 二 7T(ia, A in). 


事实 上 ， 2 一 129， ..….， in 是 1， 2，...， 1 的 排列 ， 且 
n= | |t2,% <7}|= |{1, 2, J 了 一 了 = 了 一 1. 


于 是 有 


(97， 22， "ey in) =7—1+ T(tg, 本 i ). 


定理 1 设 如 = {qi;) 为 n 阶 方 隆 ， 则 
ull 12 Tln 
在 21 dy 


他 2 从 
dnl {rn2 '*- tnn 
一 bp ("iin) eg 2, tn in 
21 fn .Er 
求 和 跟 遍 1，2，... ,mm 的 所 有 排列 1 bay 1, bn 


证 n= 二 1,2 时， 定理 显然 成 立 ， 故 只 要 在 % 一 1 成 立 的 假设 
下 ， 证 明 n 时 成 立 ， 由 于 


det A= » {—1) tia ;Mi ;, 


j=1 
其 中 
QR21 ””” 8371-1 24 on 
MI |v Sos A su Ba 
nl nj-l nj+l Qnn 
三 2 (—1) "(2 ) gs, i Gn i . 
二 
: 109 . 
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求 和 跑 遍 1 ...,7 一 1, j 十 1 ...，n 的 所 有 排列 名，...，in: 因 
而 


i 
bp >》 (1Y+1(—1) (min) a] ya2is nd 


det A = 
了 一 站 43 .-- in 
三 pa (—1) (iin) i1 4 四 ‘ni 
1 La Er 
因此 ， 定 理 成 六. 口 


定理 中 的 公式 称 为 行列 式 的 完全 展开 . 
设 ?1， 12， 二 Ln 为 1， 2, "和 的 排列 . 如 果 rz1， 32， ra 
in) 为 奇数 {偶数 ), 则 称 此 排列 为 章 排 列 【 惕 排列 ). 若 n > 1, 由 


i 
| 


in 


1 证 wws 六 


知 奇 排列 与 偶 排 列 个 数 相等 ， 均 为 党. 

下 面 我 们 将 Laplace 展开 推广 到 更 一 般 的 情况 . 为 此 先 介 绍 一 
些 概念 . 

证 和 为 ns 阶 方 阵 ， 且 


nl Qn2 nn 
又 有 2p 个 自然 数 yo， 庆 满足 
1l < 1 有 1 jjp nh. 


将 内 中 不 是 t1) 这 ， | tp 的 行 划 去 ; 再 将 不 是 71， 72， 人 jp 
* 110 ， 
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Gn ja i 
Gi ig 
Gipsy dipja 7 Qipjp 


其 行列 式 称 为 方 阵 4 的 一 个 p 阶 子 起 记 为 4( 呈 2 ) 又 
JJ .和 2 
设 
(1 <S)ipti < 二) ({1 <) Jp+1 所 人 人) 
是 1, 2， ..…, 宛 中 去 掉 
1 .pp i 


后 的 7 一 乡 个 自然 数 ， 称 


为 


的 余子 式 , 而 
(一 1)2e- 十 二 1 六 让 (2 “ 


Jp 
多 为 4( 呈 2 i ) 的 代数 余子 式 . 
ss 
特别 ， enti74 是 媚 的 一 个 工 阶 子 式 ， 它 的 余子 式 为 Mij, 代 
数 余子 式 为 (一 Da45ji 记 为 4 
引 理 2 设 MM 二 A 11 2 | 
和 es 是 WV 阶 方 阵 4 的 一 个 p 
级 子 式 ，M 7 MM 分别 为 MM 的 余子 式 与 代数 余子 式 ,， 则 村 .入 中 
每 项 都 是 det 4 的 展开 式 中 的 一 项 ， 且 符号 也 相同 . 
ii 。 
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证 首先 讨论 M = 4 (12...?) 的 情况 ， 此 时 


1 D+1...%n 
we. Sa 


= 1PM 一 Rd 
于 是 M . MM 中 一 般 项 为 


(—1) "(oep) (— 1r(op+tranjal ol papQpT1ep+i Ca 


其 中 cl ...，Cp 为 1， .了 的 排列 ， Op 十 13 .en 为 下 十 
1，.,,， 1 的 排列 , 页 ai，...，ap，aGp+1 ry On 为 1 2,...,，n 
的 排列 ， 又 oi 三 Qj, 车 1 <i<p, P17<n. 鼓 


Tfeal，...，an) = TO Cp) 十 了 (ap+l On). 


因而 【一 Dr(et op) 一 1jr(ep+en) 一 【一 Tree 由 此 知 
M . 性 中 每 项 都 是 det 4 中 一 项 . 
现 讨论 一 般 情 况 ， 度 
M=-A(? >) M'=A( Pt oe 
了 1 .Jp 加 +1 -+ dn 

将 4 中 第 与 行 依次 与 前 面 的 订 一 1 行 对 换 ， 而 到 第 1 行 ， 再 将 
第 记 行 依 次 与 前 面 的 io 一 2 行 对 拉面 到 第 2 行 ，... 第 和 匈 行 依 
次 与 前 而 和 一 ? 行 对 换 而 到 第 2 行 ， 用 类 似 方 法 将 第 万 列 , 第 72 
列 ，... 第 jp 列 依次 换 到 第 1 列 ， 第 2 列 ，---… 第 ?pp 列 . 如 此 得 
到 一 个 矩阵 41, 有 


4 (Ce -4( = M’, 
Pp 二 +1...n Jptl .了 
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det A = (—1)2t1 (ittit) plptD) det A. 


于 是 MA 中 每 一 项 是 det 41 中 的 一 项 ， 且 有 相同 符号 ， 故 MA 
中 每 一 项 是 det 4 中 的 一 项 ， 且 有 相同 符号 . 本 

定理 3 ( Laplace 定理 ) 在 nn 阶 方 阵 4 中 任意 取 定 pp 行 
,由 这 pp 行 元 素 所 维 成 的 一 雪 p 变 
子 式 及 其 代数 余子 式 的 积 之 和 为 det 44. 邵 


det 几 一 
Ea 
二 人 和 2 3 ?A (a Se tn ) 
i J1I2 ... jp Jptl rr jn 
这 里 ， | we 为 A( 1? I pa 的 余子 式 ; 求 和 跑 沉 
Jptl :+ jn 1d2 .Ip 


所 有 1 和 jp 
证 由 于 1< 刻 < 有 <...<jp 达 n 的 取 法 有 CR=s 


种 . 记 对 应 的 子 式 与 代数 余子 式 分 别 为 几 太 ， =- Ms,; ad ， + M,. 
显然 ，1 天 了 了 时， MiMi 与 Mj;MM; 的 展开 式 中 无 公共 项 ， 由 引 
理 2 知 > Ma4 中 每 一 项 都 是 det 4 中 一 项 ， 且 有 相同 符号 而 
> MA 中 一 共有 

Cn pl (np)!=n! 
项 ， 上 与 det 4 有 相同 的 项 数 ， 故 


YM:;M:; = det A. 口 


i=1 


习 十 


1 次 定点 下 排列 的 道 序数 及 奇偶 性 ， 
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1) 3, 1, 7, 4, 8, 2, 6, 9, 5; 

2) 1, 2, 9, 7, 6, 8, 5, 3, 4; 

3) 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1; 

4) 5, 4, 3, 2, 1, 9, 8, 7, 6; 

Bn nl .2 1; 

6) 1, 3, 5, ..., Zn — 1, 2, 4,..., 2n; 


7) 2, 4, ..., 2n, 1, 3, 5, ..., 2n—1. 


广 ，i2，.…… in 是 1，2，..., n 的 排列 ， 且 道 序数 为 了 . 求 
zi .的 道 序 数 . 

选择 和 上 (1 忒 i, <<9) 使 

1) 1, 2, Eh 4, 1 9, 6, 万 ， 9 为 惕 排列 ; 

2) 1, i 2，5, 有 天，4，8，9，7 为 奇 排列 . 


用 行列 式 的 完全 展开 证 明 
ul 2 63 Gd4 Us 
5b ba ta B54 i 
ce 0 0 0|=0. 
di dd» 0 0 0 
el cz 0 0 0 
求 
dla ljs O13, 
》， Qn CQ23 和 2 02 和 
Pe 3 
tn 1 tr jo a {Ln jn 


求 和 跑 遍 1，2，. ..，n 的 所 有 排列 让， 有 和，...， 训 : 


" 1l4 . 
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6 证 阴 
ll 12 ln 
Id21 22 an 
nl Gn2 2 tnn 
和 > (一 7 和 ai 10322° °° Qin n: 
7 设 aij(t) 都 是 t+ 的 可 微 函 数 ， 证 明 
Q11(t) az 人 Hb ££ G1n(t) 
d lazi(t) az 的 on 区 
dt 本 本 
ama an2(t)} - os 四 
ii{t 
pn da 的 st) ) 4 Aij(t), 
# 一 1 7=1 
这 里 Aijy(t) 是 ef 站 的 代数 余子 式 . 
8 计算 2n 阶 行列 式 
位 卫 cl 
尼子 C3 
tn Cn 
dn b» 
d2 b2 
di bl 
计算 
在] 一 向 0 总 0 
0 阅 9 = 0 0 
0 0 0 tmn—1 一 名 一 
—bn 0 0 0 tr 
* 115 . 
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30 计算 2: 院 行 列 式 
2 一 0 
—] 2 —1 
0 0 0 
一 全 0 | 


U -一 7 和 
0 0 
2 一 
一 1] 2 


2.5 《Tamer 法 则 


现在 介绍 行列 式 在 线性 方程 组 中 的 应 用 . 先 介绍 名 词 没有”m 


个 包 合 个 未知 数 x1，X2，…… 


1 1T4 二 G12T2 十 --- 
21T1 十 422T2 十 


A 


时 


和 mm 1 了 1 + m2T2 十 :…， 


的 一 次 方程 构成 的 方程 组 
二 QinTn 一 bi, 
十 danTn = b», 


(1) 


我 们 称 {1) 为 nr 元 线性 方程 组 (或 n 元 一 次 方程 组 }. ai; (1 < 
i Mm, 17<n) 叫 系数 , 5;,， 1 牵 7 了 世 mr 岂 常数 项 ， 由 系数 构 
成 的 mx nn 短 阵 


R11 12 *** Hin 
21 U22 “*"* (on 
Gs 
叫做 系数 矩阵 . 
如 果 拉 二 B55 二:… = bm 二 0, 则 称 位) 为 齐 次 线性 方程 组 ， 
否则 ， 即 如，b2o，...，bm 不 全 为 零 ， 则 称 (1) 是 非 齐 次 的 . 
齐 次 线性 方程 组 一 定 有 解 zl = za 三 … 二 zn 二 0. 这 个 解 叫 


做 等 解 , 若 除 零 解 外 ， 还 有 另外 的 解 ， 即 解 中 的 数 不 全 为 替 ， 则 称 
为 韭 等 解 - 
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例 1 齐 次 线性 方程 组 


Ty 二 z= 二 0, 
十 28 十 2z 二 0. 


除 零 解 £ 二 yy 一 > 一 0 外， 还 有 非 零 解 ， 工 三 0 y= 二 1, zz 二 一 1. 
其 实 对 任何 天, Zz 二 0, g 二 此，z 三 一 上 都 是 解 . 而 且 此 廊 程 组 的 往 
何 解 也 是 这 种 形状 . 

定理 1 以 4;; 天 示 nn 阶 方 阵 4 二 {@;;) 元 素 ai 的 代数 余 
子 式 ， 则 


Th 


bp aikAjik 一 02 7 det 4, (2} 
天 一 1 

nn 
DY apiAk; 67:5 det A. (2 1 
k=1 


证 (2) 与 (27 的 证 明 方 法 类 似 ,以 (2) 为 例 来 证 明 . 作 一 个 
新 矩阵 41， 除 第 了 列 外 ， 其 余 各 列 与 A 的 列 相 同 ， 即 col 41 = 
colrA, 天 了. 而 第 了 列 为 


于 是 entp ;4 二 Bx 与 entk j; 地 一 agkj 在 Ai, A 中 的 代数 余子 式 
都 是 A4;. 由 定理 3.1 知 


如 


det A1 一 2 (entk ;A1) )Ak; = Sy pk 
k=1 k=1 


=coliA, BBhr =air, 1 <R<n. 
. li7 ， 
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若 了 二 7, 如 A1 = 4， 于 是 det A1 = det4， 若 ;天 7 则 
coliAi = coly 4 三 col4 故 det4a=0, 因 而 


n 
apsAgs = Te] det A4. 口 
k=1 


定理 2 如果 线性 方程 组 


G11381 十 Q12372 十 … 十 QinmYn 二 由， 
02171 十 G22T2 十 … -十 G2n2n 一 加 ， (3) 


tn 1371 十 dn 2X2 十 … 十 Granzn = bn, 


的 系数 矩阵 4 = (aijj) 的 行列 式 det 4 = d 关 0, 则 方程 组 (3) 的 
解 存在 唯一 ， 且 2 
I 1<7<h, 


ee, 全 了 二 


其 中 十 是 将 4 的 第 了 列 换 成 (3) 的 常数 项 所 得 方 阵 的 行列 式 . 
证 “只 要 直接 验证 zj = 守 ，1 < 了 <n 为 (3) 的 解 就 可 以 
证 明 解 的 存在 性 ， 从 定理 1 的 证 明知 


di = pb DR 
天 二 1 


其 中 4k7 是 4; 在 和 中 的 代数 余子 式 ， 因 而 


人 3 
人 
各 
Re 
| 
| 
[MY 
WE 
中 
训 ， 
1 
到 


Mh 
| 
[2 
鹿 " 
ll 
lk 


f+ 
ll 
E+ 
by 
i 
[ 


| 
WE 
[M 
nD 
Wy 
Hh 


I 
| 
Wh 
人 
省 
&, 


” 和 车 
上 
pl 
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故 zj = 时， 1 < 了 之 nn 为 (3) 的 解 . 

下 面 证 解 的 唯一 性 . 取 定 .在 (3) 中 ， 从 上 至 下 ， 分 别 以 
41i，421 ...，4nui 乘 第 1 个, 第 2 个，..., 第 nn 个 方程 两 边 ， 
再 相 加 ， 于 是 有 


性 他 于 
Z1 》 ok1487 十 za 》 ak 十 十 Zn 》 OKnAR 


二 1 RE 二 ] k= 二 1 
= 5 bhAkj. 
££=1 
盔 有 
好 01 ;x1 十 02 52 十 :十 on jTn) 一 dj. 
于 是 
_ 
J d 2 
因而 解 唯一 . 口 


推论 车 (3) 为 齐 次 线性 方程 , 即 Bh = 二 0, 1 之 上 所 nn. 且 
det A 关 0, 则 (3) 只 有 零 解 . 
因 零 解 为 (3) 的 解 ， 又 解 唯一 ， 故 只 有 零 解 . OD 
定理 2 给 出 了 未 知 数 个 数 与 方程 个 数 相同 且 系 数 矩 阵 的 行列 式 
不 为 零 的 线性 方程 组 的 一 种 解法 ， 这 种 解法 叫做 Cramer 法 则 . 
例 2 解 方 程 组 
| ?1 十 dt2z 十 3Z3 二 4, 


Tt 一 光 2 十 并 3 一 5, 
2271 十 3zro 一 2 =1., 


解 ” 解 先 计算 系数 矩 珀 行列 式 


1 2 1 0 2 1 
d=|1 -1 11=i0 -1 1|=9. 
2 3 一 3 3 1 
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再 计算 d，d2，ds: 

4 2 1 

i 
1 3 一 
1 4 1 

d=|l 5 1 :=—3, 
2 1 一 | 
] 2 4 

Bl x le 
2 3 1 


于 是 解 为 xl = 20/9, zx2 = -1/9, za = 22/9. 

例 3 A 为 何 值 时 ， 方 程 组 

人 二 0, 
T1 十 AT2 二 0 
有 非 零 解 . 

解 ” 若 有 非 零 解 ， 则 系数 定 阵 行列 式 为 0. 即 入 一 1=0. 故 
必 有 入 二 土 1. 

入 二 1 时 ，Yk 关 0, zl = 二 此 ,22 二 一 kk 均 为 解 ， 入 二 一 1 时 ， 
Yk 0，z1 = za2 二 大 均 为 解 . 

故 入 二 土 ] 时 ， 上 述 方程 组 有 非 零 解 . 

例 4 设 zl1，xz2，-..，Yzn 为 数 域 卫 中 n 个 不 同 的 数 . 
四，b52，...，bn E€ PP 不 全 为 零 ， 则 存在 玲 一 的 f(z) € P[z], 满 
是 deg zj <n, fxr) = bi, ll <i<n. 

证 不 妨 假定 f(z2) = 到 oa 其 中 ao，ai，...，an-1 为 待 
定 系数 (未知数 ). 于 是 有 


a0 十 T1101 十 Lia2 十 "十 T? La 1 一 六， 
Ga0 十 Z241 十 了 2aaz 十 … :十 2 lg, 1 = by, 


中 
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方程 组 的 系数 矩阵 怡 为 Yandermonde 行列 式 的 矩阵 的 转 置 ， 故 系 


数 矩 阵 行列 式 为 
4 = 1I (zj; 一 zi) 天 0. 
1 芝 3< 了 之 全 

故 有 0; 二 dj/d Ee 记 . 如 果 f(x)=0, 则 a0 二 … 二 an-1 二 0, 于 
是 中 二 Bs 二:… = nm 一 0. 这 与 bi, bo, a b,, 不 全 为 零 牙 盾 ， 
大 ffz) EeE Plx], deg f (x) > 0. 

车 机 一 bo 一 … 二 bw 二 0, 此 时 (xX) 二 0. 

习 题 


1 用 Cramer 法则 解 下 列 方 程 组 、 


281 一 2o 十 3r3 十 274 =6, 
1) 37] 一 37 二 353 十 274 三 5, 
3T1 一 了 2 一 T4274 = 
371 — Ta ra — Td 一 4. 


T1 十 272 十 373 一 274 二 6, 
3241 一 4 一 273 一 374 
3T1 十 2ra — Xa 二 27x4 
271 一 3zo 十 223 十 24 


由 1 十 223 一 223 十 4r4 CO Ts 
271 一 za 十 373 一 4rd4 十 255 
371 十 了 2 一 3 十 204 一 了 5 


471 十 wa 十 425 十 2x4 十 225 
T1 CO— Ea — TI 274 — 3r5 


ST] 二 62 一 |， 
Fi 十 572 十 6ra 一 00， 
zz 十 973 十 67d = 

23 十 524 十 6z5 一作 ， 
T4575 
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2 ”如 果 一 个 圆心 的 坐标 (zo，Wo) 中 至 少 有 一 个 是 无 理 数 ， 则 图 
上 至 多 两 个 点 的 坐标 都 是 有 理 数 . 


3 设 水 银 密度 及 与 温度 + 的 关系 为 
h= 0+ ott avt’ + asts. 
由 实验 测定 ， 得 以 下 数据 


t 0® 10° 20° 30° 
h|13.60 13.57 13.55 13.52 


求 + 二 15"，40? 时 ， 水 银 密度 (准确 到 小 数 两 位 ). 


4 ”下 图 表示 一 电路 网 络 ， 每 条 线 上 标 出 的 数字 是 电阻 ， 马 点 接 
地 ， 由 X,Y, 2 U 点 通 入 电流 ， 强 度 皆 为 100 安培 . 求 这 四 
点 揭 电 位 《用 克 希 霍 夫 定律 ). 


计算 阶 行列 式 时 有 时 会 通 到 一 个 数列 ， 数 列 的 一 般 项 由 前 两 
项 给 出 .我 们 先 讨论 数列 


D, 也 2， “a Dn,, 
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其 中 
Dn = pD -1 二 9Dn-2; n= 3, 4,..., 


这 里 P, 4 是 带 数 ， 

车 9 = 0, 则 序列 {D。n} 为 等 比 数 列 ， 如果 p 二 9 = 1, Dl = 
1，D2 = 2, 则 为 Fibonacci 数列 . 下 面 假定 9 关 0. &, 8 为 一 元 二 
次 方程 

2:— pr—-g=0 
的 两 个 根 . 则 a 十 一 p, 9b == 一 9g. 于 是 
用， 二 (a 十 D1 国生 abD, .2. 
Dn pe PP 1 一 a(Dn_1 = bD,_2). 
DC— QDn_1 一 b(D EE aDn_2). 
这 样 ， 有 两 个 分 别 以 &,，5 为 公 比 的 等 比 数 鹿 
Da —bDi, Ds —bDs, ..., Dn — BDn 1, ..., 
Da 一 am, Da 一 Ds, sy Dn, — aDn_1, i 
于 是 
Dh a bD,_1 二 = a"™*(D, 5 bD); 
Dh = ,1 一 加 (Da 一 aD1). 
0 关 ,由 Cramer 法 则 和 铝 ， 
_ D2— BD D> 一 aD1,n 
” aoa—Db) ela—D) 


2 二 汪 , 两 个 等 比 数列 相同 ， 此 时 
(Dn — aDn_1) + a( Dn-i — aDn-2) 
to (Ds, 2 — aD,_3)+...+a™ 3(Ds — aD;) 
一 (Pa 一 2)a" 2?{D» 一 aDi). 
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因此 ， 
D, 一人 一 人 on 一 (Da — aDi)+ om 一 门 3 
= an 一 (fn — 1}Ds 一 an — 2})Di). 
例 1 设 be 关 0. 计算 1 阶 行列 式 


+e b 0 -0 0 

Cc p++c b DQ 0 

万 ,一 | 0 b+e :-…… 0 0 
0 0 0 二 


解 ” 按 第 一 行 展 开 有 
Ds = (b+ ce)D,_1 — beD,_2. 
方程 x22 一 人 8 十 cz 十 be 二 0 的 根 恰 为 6c. 又 
Di=b+c, D2s=+bet+e. 
车 5 关 6c, 则 DD 为 
b+bet+e—be—e,, B+bet+o -be 


btb— ce) ' btb—e) 


1 
pe aa 


若 已 三 c, 则 
D, = 2((n— 1)3 一 人 n 一 2)22 人 2 
= (n+ 1)b". 
例 2 计算 阶 行列 式 
1 1 0 .-... 0 0 
-1 1 1 0 0 
Ds,=|... . 六 a 
0 0 0 1 1 
0 0 0 -1 1 
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解 ” 按 第 一 行 展开 ， 有 
Dn = Dn + Dn-2; 
Di=1, Da=2. 
二 次 方程 22 一 x 一 1 二 0 的 根 为 (1 十 V5), (1 一 V5). 于 是 


a 1 (€ 3) 6 加 5) 
n 一 VB 5 5 
这 里 得 到 的 数列 恰 为 Fibonacci 数列 . 
计算 行列 式 一 般 是 降低 阶 数 , 但 有 时 增加 阶 数 反 而 更 容易 计算 . 
这 就 是 所 谓 “ 贸 边 法 ”， 
例 3 设 a1902-…an 关 OD. 计算 


0 Ma ‘+ Gl1 十 Qnr 
D= nt MM 二 
on 十 0 dn 二 a 0 


解 ”将 DD 的 矩阵 记 为 妇 . 显然 
1 a aa ‘7 On 
0 
及 一 | 
0 
在 右 而 的 行列 式 中 将 第 i (> 2) 行 减 去 第 1 行 ， 得 


1 此 1 (a a tr 

-1 Jar a . a 
D=|-1 oa -a ::. GQ2l. 

一 二 Cn Cr "Gn 
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将 右面 的 行列 式 的 矩阵 记 为 如. 显然 


1 0 0 ::. 0 
0 
D=|u 万 
(ry 
在 右面 的 行列 式 中 将 第 了 (> 3) 列 减 去 第 1 列 ， 则 有 
1 0 —1 —1 “1: 一 二 
0 1 1 闪避 位 他 
lm 一 ~2al 0 0 
ee 局 一 0 —202 0 
an —l 0 0 一 2 


再 在 右面 的 行列 式 中 将 第 了 (> 3) 列 的 1/2 倍加 到 第 1 列 ， 再 分 


别 乘 以 进 ，..…， 让 加 到 第 2 列 ， 得 


1 $i -1 ~l 
2 a dy Is 3 Ql (2 
p-| 0 0 -2a1 0 
0 0 0 ~ 200 
0 0 0 0 
由 $3 的 侧 2 可 知 
中 
i- 3 人工 |-2 0 
万 二 -< 名 2 0 一 203 
|1 3 0 1—2 
3 2 0 0 
nk 已 
一 (一 2) 2alao Ly, (n 二 2 > = 过 
了 1 CE 
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例 4 求证 
A112 三 12 十 TI3 1 Qin t+ Tn 
A211 ti 22 ra 7 nt Tn 
Gnrl 十 HT1 dn2 二 Two finn 十 Tn 
nn Ei 
=det A+Y ziAis, 
j=1 t=1 


其 中 所 二 (ai;)，Ak; 为 akj 的 代数 余子 式 . 


证 因为 左边 行列 式 第 1 列 每 个 数 为 和 的 形式 . 故 可 分 解 为 两 


个 行列 式 的 和 . 

&11 十 ZI G12 十 23 1 Gln Ty, 

221 十 TI 0922 十 Za2 …， Qant Zn 

nl 二 1 Gn2 十 站 2 9 dnn 十 Tn 
Cll G2 二 TT2 Cn 十 下 
CZ21 G22 十 T2 1 Qn en 
nl Gnd 二 Ty 2 nn + Tn 
T1 012 i 1 Gin Ty 

十 TL dd22T Aa +. 在 2 人 十 Tn 
Y1 Ona 二 Tia ..: nn 二 Tn 


肯 对 右边 两 个 行列 式 的 第 2 列 分 解 ,注意 到 两 列 成 比例 的 行列 


元 为 0 , 一 直 继 续 下 去 得 


G11 十 ZI1 A129 二 To 1 ln 二 in 
C21 十 Ti Ga 好 2 下 填补 
二 性 
_ 二 det 十 
nl 十 TI dn Toa +.. nn Tn 
[ rr ¥ . 
11 Qi-1 27 Qj+1 Clr 
dU21 i G2j-1 Xi 2 ;+1 U2 
dl CE | = 流向- 于 疝 二 二 一 量 
dnl i Onj-l wy tn y+1 nn 
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一 det A+ YD, zyAij. 
7 二 1 i=1 
利用 这 个 行列 式 ， 我 们 还 可 以 得 到 一 个 代数 余子 式 和 的 公式 . 
例 5 设 A;; 是 丰 二 (qij) 的 元 素 gi; 的 代数 余子 式 ， 试 证 
1 1 ee 1 


总 2 一 他 1 33 一 如 12 Lan — Qin 


Inl no11 mn2 On—12 


tnn 一 Gn—ln 
= 
下 了 
证 ” 记 左 边 行列 式 为 d. 在 例 和 4 中 取 X1 = Ww2 =.…=xn 二 1， 
并 记 其 左边 行列 式 为 三 , 子 是 
011 十 1 al2 十 1 1:1'. Qn 二 1 
4 121+1l 0a2+1 Gant+1 
工 一 a ee os 本 
tn1 十 tt an2 十 1 …，wnn 十 1 
一 det4 十 》 4 
| 
在 山中 将 第 芋 行 减 去 第 i 一 1 行 , 于 是 有 
dil 二 +1 人 12 十 二 ain 十 1 
i (321 — 11 dd232 012 


dan 一 Qin 


Cn 一 cn-ll tn2 — tn—12 nn 一 Un—1n 


再 将 按 第 1 行 分 成 两 个 行列 式 之 和 ， 其 中 一 个 为 d, 另 一 个 为 


(011 Ul12 


ln 
C31 ll 2 12 


U2n in 


= det A. 
nl nl m2 tn-12 
: 128 . 
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因而 , 
di=det A+d=det A+ 》, 4 
一 1 
入 
故 d= 了 Aiy. 
ij=1 
例 6 计算 n 阶 行列 式 
1 1 1 
Wg otba 四 Sl 
ez2+ azth aati |. 
1 1 ,1 
| oan antba an + by 
解 ” 注 意 到 
1 1 tn 一 Oi 


ath ant+b (art bon +b;) 


将 上 述 行列 式 的 第 i(< mm) 行 减 去 第 行 . 于 是 第 i 行 有 因 式 an 一 
qi, 第 7 列 有 因 式 二 Hg 因而 有 


nl 1 1 本 1 
也 {Qn — Qi) | a1+ a1+b 01+bs, 
Da=| |. 
五 (an + bj) | ne ot ont 
再 注意 到 
1 1 b, ~ b; 


aitb; ertbr 0 


再 将 上 述 有 而 的 行列 式 的 第 了 (< nn) 列 喊 去 第 列 .于 是 第 行 有 因 
式 二 (i < mn), 第 了 列 有 因 式 b 一 本 .于 是 


"TI (en — ai) TI 6 — 5b;) 
+=] 1=1 


也， = . 
全 性 一 荆 

I (an + by;) 开 (ai + bn) 

7 一 这 1 ， 
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ge 1 
虹 ] +bl G1 二 tr,—1 

:= 时 时 中 

se 本 


1 一 1 
II (on 一 ai IT (bs ~ b;) 
+=1 7 三 1 


Se 
[I {an + 6;) I (oi + bn) 
1=1 + 一 上 
(az — a1)(b2 — hh) 
eh dd 
WE DT far Fh)(ar + bo)(aa +b) (oa + ba) 多 
II(oji ~ ai)(b; ~ Bi) 
D, 要 Le 
Je + by) 
习 题 
计算 下 面 行列 式 . 
ap ao abs …… aib, 


abo ab ad 的 :1::. azbn 
1，|op azbs asbs ::. asb, |. 


aibn aobn Cabn :++ anbn 


ff 0 aa an-1 1 
a XT a2 cn-1 1 
2 如 1 如 人生 区 dn_1 1 
Ql dd 03 区 1 
I Ga G3 oa 1 

snp sn26 ……- sinng 

3 sin0s Sn202 .…，3nnp 
sin0, smn20，. -sin7p 
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工 十 了 1 1 十 2? “1+ 

1+ 2o 1 23 和 和 

1 十 Zr 工 十 33 ... ] 十 zn 

Cs 2 Ce 

CP, 人 

CO 人 Cn-1 

COS Or 1 们 .:， 
1 2 Cog 1 0 
0 1 2 cos or 0 
0 0 0 1 
0 1 1 1 

1 0 41 十 a2 Wl 二 Ga 


1 Qn 十 G1 dn to Qn 9 
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第 三 章 证 阵 


矩阵 是 线性 代数 中 的 重要 内 容 ， 线 性 代数 中 的 计算 及 线性 代数 
的 应 用 都 高 不 开 托 阵 及 其 计算 ， 掌 握 并 灵活 运用 矩阵 运算 规律 是 很 
重要 的 . 


3.1 和 矩阵 的 运算 


本 节 将 介绍 矩阵 的 加 法 , 矩阵 与 数 的 乘法 , 矩阵 与 矩阵 的 乘法 . 
减法 可 变 为 加 法 ， 因 而 不 必 单 独 介绍 . 
以 后 , 用 P™*" 表示 元 素 在 数 域 局 中 的 所 有 m x 7 短 阵 的 集 


合 


矩阵 的 加 法 ， 蚜 阵 与 数 的 业 法 
定义 1 设 A4= (i;), B=(bj)E Pmx". 则 及 与 婧 的 和 
太 十 如 定义 为 
求 4, BB 的 和 的 运算 称 为 加 法 . 
根据 这 个 定义 ， 我 们 立即 知道 ， 若 A,， BB, Ce Pmx". 则 
CoA+B 
当 且 仅 当 


entijC = entiyA4+entiyB, 1 <i<m, 1<j<n 
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当 且 羽 当 

rowiC 一 rowiA+rowB, l <i<m 
当 且 人 私 当 

coliC = coU 4 + coljB, 1 <ij<n. 


定义 2 设 甩 = (gj) E Pmxn, EP. 定义 与 4 的 积 
为 
kA = (koi;). 


- 求 记 与 4 的 积 ， 称 为 矩阵 与 数 的 对 法 . 
根据 定义 ， 若 4A,，B EeE P™x"n Ek € PP, 则 


B=EkA 
当 且 仅 当 
enti;yB = ei li<m,1<7n, 
当 且 仅 当 
rowiB = krowiA, 1 <i<m, 
当 且 私 当 


coljB = kcoljA, 1 <j7<n. 


从 上 面 矩 阵 加 法 ， 和 矩阵 与 数 的 乘法 的 定义 立即 可 得 予 面 性 质 . 
1， A+B=B+A, vA, Be Pmxn. 
2. (A+B)+tC=A+(B+C), vA, B,C € pmxn. 
3. 以 0 记 所 有 元 素 为 和 的 mxzm 和 上 矩阵， 出 


4 二 0=4，Y4E 了 <. 
4， 记 一 和 = 一 1.: 4, 则 
有 A 二 + (A)=0, YA E Pp™*™. 
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1:A4=A, vAEeP™m". 
(EFDA = klA),vEk, te P, A € P™*™, 
(Rk+DA=EATIA vk, leP, Ac P™*n. 
Ek(A+B)=EA+KRB,vEk EP, A, Be P™n. 

这 八条 是 最 基本 的 性 质 ， 此 外 还 有 

9， 若 4 十 召 = 4+C, 则 号 = 心 . 

事实 上 ， 吾 = 互 +(4+( 一 4h) = (4 十 吾 ) 二 (下 = (4 十 
OO)+(-A)=C+(A+(-A))=C 

10. 车 4, BEP™m*n 定义 


mA 


A4-B=A+(—B). 


这 样 ， 我 们 在 Pmxn 中 也 有 减法 运算 . 
11， 以 A', B' 表示 矩阵 4，B 的 转 置 ， 则 


(A+B)Y= A'+B, (kA) =kA', YkéP, A,B EP™n. 


m x nN 矩阵 ， 即 


entpr Ey = OK l<k<m,1l<i<n. 


二 (Qi;) & P"*"， 从 矩阵 加 法 ， 和 矩阵 与 数 的 乘法 的 定义 及 性 


质 知 
有 = ) 》 oz 了 
t=1 j= 
矩阵 厄 法 
定 久 3 设 
Ql QI2 … dlp 
一 | 21 2 {2p 
tml m2 Ump 
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b11 已] > - bir 
B= b21 bo2 四 2 
bp1 bp2 + bn 


分 别 为 m x p, Pp xn 答 隆 ， 定 多 有 与 如 的 积 AB 为 一 个 Wn 
符 阵 ， 且 其 第 ? 行 ， 第 了 列 处 的 元 素 为 


pL 
ainbey = qb t+ i202 tt diphy)y: 


二 1] 
即 
C1l C12 1** Cln 
心 必 TT 下 
AB = 21 了 之 和 2 ， 
Cmnl Cm2 mm 


PP 
其 中 G6; 二 2 人 1 Sim,1l<i<n. 
JE 


求 二 矩阵 的 积 的 运算 电 矩阵 的 葬 法 . 
如 果 m 二 1n 二 1, 这 时 


bi 
bh Pp 
(al HD ap ) 一 Danbk. 
=1 
pp 


由 定义 ， 我 们 知道 若 凡生 P™*?, B E 卫 ?mr，C € P™x?. 则 
AB=U 
当 且 羽 当 


p 
>》 entik4 :entejB =entiyC, 1 <i<m, li<n 
k=1 
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当 且 仅 当 
rowiA:colB=entijyC, 1 <id<m, 1 <7<n 
当 且 仪 当 
IOWwiC = rowiA.B, ll <i<m 
当 且 仅 当 
coliC = 4.colj 嘿 ,工科 了 过 并. 


注意 ”不 是 任何 两 个 矩阵 都 可 以 相 乘 ， 4 与 B 能 相 乘 ， 必 须 
4 的 列 数 与 下 的 行 数 相 等 ， 因 而 4B 有 意义 ， 不 一定 妃 4 有 意 
义 . m4 012, 3= ( , 则 AB 二 (12), 但 BB 与 4 不 
能 相生 

即使 4 与 B; B 与 4 都 可 以 相 乘 , 但 AB 与 BA4 未 必 是 同 
类 型 的 矩阵 . 如 4 二 (1 2)， B= (1), 则 4B=4 为 1 x 1 矩阵 


(8), 而 BA= (1 2 ) 为 2x2 矩阵 . 


在 4 吕 同 为 1 阶 方 阵 时 ， AB, 号 4 也 是 与 A, 号 相同 阶 
的 方 阵 ， 但 A&B 与 BA 不 一 定 相等 . 如 


na 


0 1 


均 为 2 阶 方 了 省， 但 
2 1 2 0 
4B= (6 0), 34=(1 0), AB# BA. 


因而 和 矩阵 前 乘法 运算 与 数 ， 多 项 式 ， 函 数 前 乘法 运算 有 很 大 差 
别 ， 这 是 要 特别 窗 心 前 . 
例 2 设 El; EPm*?， BE 了 zx 则 
rowr(Ei;yB)=0, 当天 天 富 
rowi( Ei;B) 一 row;B. 


，t36 . 


Maked by freekaoyan.com 


www.freekaoyan.com 


证 车 大 天 2 则 rowxEBi; 一 0. 于 是 


rowrlEi;B) = (rowr Bi;)B = 0. 


人 
所 
entii( Ei;B) = bp enti rp Er jentpiB 
. 大 一 1 
p 
全 多 ok sentriB 
k=1 
= entjyiB, 
故 
rowi(E:;B) = rowjB. 口 
例 3 设 AeEP"™*? EE;€ Prxr. 则 
coly(AP:; ;) = 6 jcoli A. 
证 注意 到 
ds 
Goi 
colp Ei; 一 Oks : 
因而 
2 
6 


cole(AEij) = AcolsEi; = BiA| "| = jcol4. 


例 4 设 Bi;, Exr EP"*x" 则 
Ei;* Ex! = 67 gEir. 
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矩阵 节 法 ， 加 法 及 和 矩阵 与 数 的 履 潜 间 有 以 下 一 些 常用 的 性 质 . 

12. AEP™m*n, 则 IL,A4= Al,=A. 

13， A EP™n. 又 PPT P"*4 及 P™*" 中 堆 矩 阵 都 用 
0 表示 , 则 04 = 0(e Pr?x"*), 40 一 0{€ Pmxgj 及 04=0(e 
Pmxn, 04 中 的 0 E 了). 

14。 车 4 EPmxp, Be Ppxq，C E P9xn 则 


(4BJC = 40BO). 
证 容易 看 出 (4B)C, A(BC) e Pmxn, 且 


entiy((AB)OCY = 》 entis(AB)ents ;CO 


好 
喇 | 
[本 


I 


所 
> entjyrtA4. entt sB':entsjyC 
t=1 


eniti: A (ent conte 


外 二 ] 


| 
| 
[| 


Ms 


ch 
| 
wt 


entij;( BO') 
= entij( A(BO)), 
Vill <i<m), j(1<j<n). 

故 (4B)C = A(BO). 口 

15， 设 AeP™*? Be PPxn， keP, 则 

k(AB) = (kA)B = A(kB). 

16， 设 41，42 EP™P, Bl，Bo E PrP*x" 则 
(A1+ Az)Bi = ABi+ AsB1, A1(B1+ Bo) = A1B! + A1B;. 

17. AEP™*r? Be Prxn NW 

(AB) = B’'A'. 
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证 由 ABEP™*" 知 (4B})Y € P™m. 又 A' EP ™, BE 
Pn*P 破 BA' 把 Pr™m™m 而 且 


entijy(AB}Y = entji(AB) = row;AcoliB 
= (col BY (row; A)’ = rowiB'colyA' 
=entij(B' AY), vi, j. 
于 是 (4B) = B'A'. 口 
18， 设 4, BeP”™”, 则 


det AB = det A ,det B. 
JAS Ar- ra 
证 令 entijy4 二 qi;, entiyB = bi;. 于 是 ， 由 例 2.3.2 知 


det A4: det 上 B 
Ol G12 ‘°° dn 0 0 ... 
21 Gan 77* on 0 0 …… 0 
_ |anl Qn2 7 Onn 0 0 :+ 0 
-1 0 0 bl bz | 
0 -1 7 0 bi bz + bon 
0 0 1 bl Bn2 1 bnn 


任 取 1? (1 达 * < 之 1), 将 右面 行列 式 中 第 n+1 行 的 il 倍 , 第 n+2 
行 的 ai2 倍 ，.… 第 2n 行 的 ain 信和 都 加 到 第 i 行 , 此 时 , 第 i 行 
为 


(00... Occ cm) 
其 中 
ci = i101; + Gi2b2; + dinbn; = entiy(AB). 


139 . 


Maked by freekaoyan.com 


于 是 
0 
0 
0 
det A .det B = _1 
0 
0 
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0 2.. 0 el 
0 本 这 0 Col 
0 71:. 0 hl 
-1 2 0 ba 
Os ll Bi 


再 由 侧 2.3.3 知 det A. det B = det AB. 


矩阵 多 项 式 


12 
CI 


Cnn2 
b12 
ba2 
pn 2 


口 


如 果 4 如 都 是 nn 阶 方 阵 ， 则 4D, 号 和 及 及 十 如 也 都 是 
阶 方 阵 . 这 种 情形 会 经 常 出现 . 
设 A EP"™*". A 的 方 矫 定义 如 下 ; 


A = 1, Al = A, A* = A*-1.A. 


42 叫 凤 的 天 次 方 . 


由 于 结合 律 成 立 ， 有 下 面 一 些 性 质 . 
19, A . A® 一 Ai 十 Ra. 

20， (Am) = AMi. 

21. (AF)’ = (AN*. 

22.、 车 4, BepP"xn 且 4B = BA (这 时 称 有 A 与 蝇 可 


Ar Bk 一 BAF. 


定义 4 设 忆 为 数 域 ，AEP"*n, f(z) eP 四 , 有 § f(z) = 


Sar 称 nn 阶 方 阵 


f(A) =arAt + ar_1A* 1 十 
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为 4 的 一 个 多 项 式 ， 


由 矩阵 运算 的 性 质 可 得 下 面 性 质 . 
23. 设 f(z), g(x), u(x), v(7) € PE, 且 f(x) + g(r) = 


u(rz),， f(z)g(z) = v(z). 则 对 任何 4 < 了 ”有 


f(A)+g(A) =u(A), FA)g(A) = vA). 
习 是 


求 AB BA. 


3 
) ‘- 
1 


计算 


pr 全 一 


cosp — sinw 
sinp el : 


hh 
Mt 


:dl 
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Qll wl12 
7) {x TY 1) li2 12 
bi bo 
1 一 1 一 1 
一 1 一 ! 
8) —1 ~—l1 1 
一 1 一 一 | 


1 -1 -1 -1 
-1 1 -1 -1 
-1 -1 1 -1 
-1 -ll -1 1 


0 0 1yV/a 
» (100)( 
0 1 0 Ac 


A 1 DY" 
10) [0 aX 11. 
0 0 A 


3 试 求 f(4) 


1) f(x)}=x*— 52+3, 4= 


b] 


可 可 


2 


-3 了 


zz 1 1 
2) f(z)}=2*—x—l, 4-( 1 2] 


和 4” 求 所 有 与 4 可 换 的 矩阵 . 


» 人 


1 -1 0 


1 0 0 
2) 4= ( 1 2 | 
3 1 2 
0 1 0 
4) 4-{ 0 1 
1 0 0 
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如] 0 
0 有 

5) 站 二 diag{a1 dn ，，. dn) = 2 ee . 
0 0 Hd tn 


且 1 关 3 时， Qi 天 0). 

证 明 著 矩阵 4 与 所 有 mm 阶 方 泗 可 搞 , 则 A = al, (a € P, of, 
称 为 数量 矩阵 ). 

车 召 ，C 都 与 4 可 换 ， 试 证 BC,， 8B 十 C 筷 与 4 订 换 、 
设 万 = 二 (BB 十 廿 ), 试 证 42 二 有 4 ( 即 委 为 各 等 方 阵 ) 当 且 
仅 当 B? 二 I, ( 邯 为 对 合 方 阵 }. 

矩阵 和 4 叫 对 称 和 矩阵, 如 果 由 = 4. 试 证 


1) 肌 ,，B 都 是 n 阶 对 称 方 了 省， 则 AB 也 是 对 称 的 当 且 仅 当 
有 站 与 BB 可 搞 ; 


2) 4ERrxn, A = A. 则 有 A? 二 0 当 且 仅 当 A4=0. 
矩阵 4 叫做 反对 称 答 阵 , 如 果 4A!' 一 一 和 4. 试 证 YB € Pnxn， 
存在 对 称 矩 阵 5S, 反对 称 矩 阵 4 使 得 召 = 3 人 4 且 9 4 是 
唯一 的 
设 妥 与 昌 可 多 证 明 
1) (A+B)™= FY CkALBm-E 
到 :一峰 


2) AT— Br = (A-BAT 1l+ A ?B+...+AB™™2+ 
B™1). 


设 8k 二 2 十 2 十 … 十 2 此 二 0,1,.... 则 
SO 81 '** sn 1 
31 82 ‘+ gn 2 
= 
#7 
Sn—l Sn *** #2n—2 
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12 设 alg2an 半 丰 如 … 杨 , 令 扫 4,B 分 草 为 


1 一 各 必 0 0 
0 a bb :.: 0 0 
0 0 0 an 1 —bn_1 
G203 On G304Gnpbi 1 bibo bnl 


bb 364 dp 
a2ba' bs baba:itbnb 7 qo2bs...bn_l 
0203 :bn ama bnbl 
1) 计算 4B. 
2) 求 det B. 


ZI1E2… an 一 1 


3) aaaa 0 = hbo:.b, 时 det B =? 


3.2 ”可 逆 和 矩阵 


可 道 筷 阵 也 是 常用 年 阵 之 一 . 
定义 1 一 个 吕方 阵 叫 可 逆 征 阵 , 如 果 存 在 n 阶 方 阵 B 使 得 
AB= 1,. (1) 
此 时 称 妃 为 丸 的 送 矩 阵 . 


为 讨论 一 个 方 阵 合 时 可 逆 ， 需 要 下 面 伴随 矩阵 的 概念 . 


定义 2 设 4= (07) € P"Y"， A;; 为 qi; 的 代数 余子 式 . 
则 称 窍 阵 


All Az1 1 An1 
| 和 > A 
din Mn :Ann 
，144 . 
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为 4 的 伴随 矩阵 . 
引 理 1 设 4* 为 4={ai;) E P”*” 的 伴随 矩阵 ， 则 
A*A= AA* = det A. hh. (2) 
证 ”由 定理 2.5.1 知 A by Sl l 


entij(A* A) = 》、 Airars = Gjdet A = entij(det A 1) 


kh 二 1 


entij(AA”*) = 》 ain Arj = 6 det A = entij(det A. In). 
=1 


因而 (2) 成 立 . 
定理 2 设 4= (aii)EePrxn. 则 4 可 道 当 且 仅 当 


det 大 0. 
证 设 44 可 道 ， 上 为 44 的 逆 信 阵 ， 于 是 


det A: det B = det{(AB) = det ,= 1. 


因而 det A 关 0. 
反之 ， 设 det 4 和 0, 于 基 
1 ,. 1 « 1 证 六 
A 人 和 det4 OP 
因而 4 可 递 . 朋 iaA* 为 其 道 答 阵 . 口 


忒 这 个 定理 我 们 可 得 到 可 道 插 阵 的 若干 常用 的 性 质 . 

推论 1 ”可 道 矩阵 4 的 道 第 阵 是 唯一 的 . 记 为 A™1, 则 4-1 = 
TaA*, A114= AA-1=h.. 

证 ”从 定理 2 知 4 7! = 4 是 4 的 道 矩 阵 .而 且 4-14 = 
五 . 又 设 召 也 是 4 的 递 矩 阵 ， 则 


B=B=(A-1AB= ATiAB)= A = 4 
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因而 B= A-!1, BB 4714= 44 一 五 . 品 
推论 2 A 可逆， 则 4-:1 拒 可 道 . 且 
(4 人 一 一 凡 . 
证 由 4474 一 亚 知 4 可 道 且 其 道 矩阵 (4 全- = A. 
口 


推论 3 设 A 为 可 道 矩 阵 ， 则 4 也 可 道 ， 且 
(A'Y-! CATTY. 

事实 上 ， 4A = (A-1AY 一 卫 = 五 . 加 

推论 4 设 4, 避 都 是 7n 阶 可 道 方 了 省 ， 则 AB 也 是 可 逆 的 ， 


(AB) T= B 1AT. 
事实 上 ，(AB)(B714A-1)= A(BB-1)A4A-1= AA!1=. 
口 
定理 3 设 和 4 是 nn 阶 可 道 方 阵 . 又 Bi EP™?, Bo E Pon. 
则 有 下 面 结论 : 

1) 存在 唯一 的 Ci E P"*? 使 得 4C1 = Bi1; 

2) 存在 叭 一 的 C2 E P49xr 使 得 C2A = B;. 

证 1)，2) 的 证 明 类 似 ， 上 内 证 1)， 令 Ci = A-1B1， 于 是 
4C1 二 Bi. 又 若 DI E P"™*P 使 得 4DPi = Bi, 才 4C1 = ADi. 
因而 Di = A~i(AC) = 1. 口 

推论 1 A E Pr" 可 道 . C01, Di E P™*?, C2, Ds € Psxn， 
则 | 

AC1 二 AD 当 且 仅 当 Cl = 了 1; 

C24 = D2A 当 且 仅 当 C2 = Dz. 口 


例 1 判断 宣 阵 
3 1 0 
4 人 | 2 
1 1 1 
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是 否 可 逆 ， 车 可 逆 ， 求 其 逆 方 阵 . 
解 由 detA4= 一 8 关 0 知 有 4 可 道 . 且 


0 
4 "= 下 1 3 一 避 。 
2 一 2 一 冯 
习 题 


1 求 下 列 和 矩阵 的 伴随 矩阵 ， 著 可 道 ， 求 逆 算 阵 : 
1) (® 


2) (Ce nh 
singp cosw 
一 上 2 
3) (: 2 中 
0 1 4 
1 2 1 4 
0 -1 2 1 
4 : 0 2 11|; 
0 0 0 3 
1 1 1 
5) (: 1 加 
1 -i 0 
1 1 1 
6) 1 1 一 


1 -1l 1 一 
1 -1 一 i 


2 若 A 是 可 递 方 阵 ， 有 E N， 则 44# 也 可 送 ， 且 (4#)-1 一 
( 4- 
3 有 轨 为 n 阶 方 阵 ， 车 有 上 EN 使 44=0( 称 为 需 零 方 阵 )， 册 
及 十 证， 如 一 妨 都 可 逆 . 且 
(hh — A} = 十 六 十 .下 十 ,十 四 -1 
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(hh + A)! = 


4 设 AcP"*" f(z) € Plzl, deg f(z) > 0, f(0) 关 0. 如 果 
f(4) = 0, 则 4 为 可 逆 抢 阵 . 


.5 设 4EBPnxn， 4 为 可 逆 对 称 (反对 称 ) 矩阵 . 则 4 也 是 对 
称 【 反 对 称 ) 定 阵 . 


6 设 4EP"x", 且 为 反对 称 . 车 % 为 有 奇数. 则 4 不 可 逆 ( 即 4 
不 是 可 逆 矩 阵 )， 


7 设 和 不 为 n 阶 矫 零 方 阵 ， 昌 为 ns 阶 可 道 方 阵 . 且 扣 与 吾 可 
换 . 则 4 十 也 4 一 已 都 是 可 逆 邱 阵 . 


3.3 ”矩阵 的 分 所 


通常 处 理 较 大 的 矩阵 时 ， 将 其 分 割 成 若干 小 块 . 将 每 一 小 块 看 
成 一 个 统一 笨 ( 即 一 个 较 小 的 矩阵 }, 这 种 方法 就 是 矩阵 的 分 块 . 
例如 4 是 一 个 m xn 的 和 矩阵. 我们 知道 


A = (collA colsA .… colnA) 
rowi144 
IOWoA 


上 
ITOWmAA 


就 是 用 两 种 方法 将 4 分 块 - 第 一 种 是 每 列 成 一 块 , 每 块 是 一 个 mx1 
的 定 阵 ， 第 二 种 是 每 行 成 一 块 ， 每 块 是 一 个 1 x n 的 候 阵 ， 
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一 般 将 4 分 块 的 方式 是 用 一 些 水 平 线 与 垂直 线 (这 些 水 平 线 与 
垂 线 通 常 不 画 出 来 ) 将 4 分 成 一 些 长 方形 的 小 块 


其 中 4i; 构成 一 个 ri x ny 和 矩阵， 这 里 
7931 十 ?22 十 … 十 ?70 一人， N+m+ +nr 二 nn. 
4ii 称 为 凤 的 子 定 阵 . 


将 矩阵 分 块 之 后 的 运算 可 按 下 面 方式 进行 . 
1. 加 法 ” 设 将 A4,，B 按照 同样 的 规则 分 块 ， 即 取 


411 412 … Air 


4 一 4o1 423 …， 4a2r 
Asl 4 … or 
Bill Bl2» …， Bir 
B= | | 
Bs1 Bs2 … Br 
其 中 A:;, Bi; € P™*"i. 则 
Al1+ Bs Alz2+Biz : Air+ Bir 
4 十 站 一 Azl 二 Bol Ass+ Beas -4 十 万 > 
Asl+t+Bsl As2+ Bo2 … Asr + Bsr 
即 只 要 将 对 应 的 子 矩 阵 相 加 ， 


2. 炬 阵 与 数 的 村 法 计算 84 时 ， 只 要 将 每 个 子 矩 阵 4;5; 乘 
大， 即 


EA = (kAi;). 
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3. 转 置 ” 设 
All Ai2 Air 
机 421 A22 Azr 
as1 ds 及。 
则 
f f ft 
和 人 pi 
A' 一 12 A22 交合 8 
7 ee a 
i+ 2F 村 人 


即 先 将 每 个 子 和 矩阵 看 作 一 个 元 素 作 转 置 ， 然 后 将 每 个 子 矩 阵 转 置 . 
4, 逢 阵 本 法 设 4 EP™m*?，B € PrPxn. 将 A4,，B 分 抉 时 ， 
丰 的 列 的 分 法 与 BB 的 行 的 分 法 一 致 ， 有 
All LI2 …、， 41 
4 一 A Az2 :+ da 
| .| 本 Air 
Bl Bi … Bi 
B= Bo1 Boas … Boi 
Bl Br :+ Bs 
其 中 Ai; E Pxp;， Bj; € PP?;Xm. 册 
C1 Ca -Ci 
于 (21 CC23 和 Cat 
Csl Cs Cat 
其 中 Cik EP™xm 目 
Cig = AijB;k. 
j=1 
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证 由 于 Aij; € Pi*P， Bjikp € PRiY™ 于 是 AijBjk 二 
Pi 故 Cin E Pw 因而 上 面 等 式 右 边 算 阵 记 为 二 所 
P™*".。 下 而 比较 上 面 等 式 两 边 的 元 素 . 取 定 i6,， fo,1 区 i0 达 
m, 1 < ko < n, 于 是 存在 唯一 的 多 有 使 得 


1 < = (m+ + m1) < mi 


l <k = ko (nth 1) < ny. 


因而 
entiy roC = ent krCsk 
至 bp ents pr CA; By; k) 
1 二 1 
二 >_ (rowr Aij) (cole B; E). 
j=1 
男 一 方 而 ， 
entioro( AB) = (rowio A)(colio B) 

co Bi 

一 [rowi di i 下 rowi dir) 
colj 号 .5 

家 
= >_ row Aij){colwB; x)- 
i 二 1 
例 1 设 风 ， ey EE 下 所 
A Di 
及 
2 | i BB- i 1 
A, bs 
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其 中 A;，Bi € Pmxm，》 二 nn. 其余 未 写 出 的 元 素 均 为 零 


Ai+ Bi 
A+B= 2 i 
4 十 Bs 
Al 
上 

kA, 

AiB1 
AB = Az D2 . 
A.B, 
41 
A’ = A» 
A’ 
丰 可 逆 当 且 仅 当 4; 可 道 ， 且 
Pe 
A 二 a 
A-1 


是 


前 四 个 等 式 显 然 ， 后 一 个 注意 到 det 4 -- I det A;. 
如 上 述 形 状 的 矩阵 4 叫 散 准 对 角 矩阵 ， 也 记 为 


A= diag(Ai, A2, ..., A,). 
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特别 ， 当 i 二 1 时 ， 8 = 二 nn. 此 时 4 就 是 对 角 和 矩阵. 
例 2 设 4，B 分 别 为 ?i 阶 ，n 阶 可 逆 方 阵 ， 又 


p= (6 8) 


为 m 十 ni 阶 方 阵 . 求 D1. 
解 由 det 忆 = det AdetB 关 0 知 DD 可 道 ， 设 


从 信 ]2 
万 '=( 11 1 ) 
六 21 及 22 


其 中 X11 E PmYm, Xl2 EP™Y", Xl EP™™, X22 EP™*™™. 
由 万 万 = Tn 即 


4 0 入 11 这 ) 
C BJ/\Xal Ma \0 三 


于 是 
有 11 = 了 mn X11 = A 1; 
AX12 = 0, ” X12 = 0; 
CX BXol = 0, 让 2z1 一 —B-iCA-1; 


CXi2 + BX22 = BX22 = Ih,, X22 = B-1i. 


A-! 0 
—1] 
le Be 


习 题 


1 设 = diag(arIn, a2In_2 … Qrln,)， 当 二 了 时 ar 天 
Qj， 沁 mi = n 证 明 与 4 可 换 的 矩阵 是 准 对 角 矩阵 局 = 
diag(B1 B2 … B.), Bi 为 ni 阶 方 阵 . 
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2 没 X= (5 9 让 又 4 为 可 北方 降 . 求 X1 


C 0 
B Cw 
4=(D 8) 


其 中 有 EP"*", det 事 关 0. 求 六 EPtm"Ixr 雇 及 YE 
P"*(*-") 使 得 下 面 两 式 成 立 ， 


(# pa 人 5)=(0 二 
(po 
并 求 出 轧 ，B. 


4 设 AeP"*", 月 


BCU Pr 
4= (了 - BeP'*r, detB#0. 


3 设 AeEP™*"*, 且 


试 证 
det A= det B .det(E -~ DB-'O). 


5 设 AEP"*" det A¥0, BEP'™’, det B00,8 
B CO 
4=(p BE) 
试 证 

A-! 

加 时 -BC 人 0 ) | 
-0 Ts 0 {EF-DB'C)! 

a 0 ) 
—DB-* Tr 


注 习题 3 一 5 显示 了 将 一 个 矩阵 中 的 一 个 子 窍 阵 变 成 D 的 
方法 〈 即 所 谓 打 洞 技巧 ), 及 其 应 用 于 求 行 列 式 , 求 赣 矩阵 等 . 
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6 设 4, B, C0, DepP"**"n, 且 AC = C04. 试 证 
4 B 
所 p|=l4D -CBl. 


7 设 4,，B € P"™**, 试 证 


AB 
下 4|=M4+ 相 :4 一 本 


3 设 4, 了 分别 为 m 阶 ， 7 阶 可 道 方 阵 ， 则 给 阵 
/4 8B 
#= (6 py 
为 可 遂 矩阵 当 且 仅 当 AA 一 BD-1C 与 D-CA -1B 都 是 可 
逆 矩 阵 . 
9 设 4A, 8B, COC, De P™™*" 4 可 逆 对 称 ，B' = ,证 明 存 在 
可 逆 方 阵 了 使 T (6 p) T 为 准 对 角 方 阵 . 


10 设 4=diag(4l 4 .4 E P"*" 为 蕉 对 角 方 阵 .， 又 
f(x) E P[z]. 证 明 


f(A) = diag(f (A1) f(42) -…- fds)). 


3.4 矩阵 的 初等 变换 与 初等 矩阵 


在 32.1 中 介绍 了 窃 阵 的 初等 变换 ， 本 节 要 将 者 等 变换 与 蒋 涉 
联系 起 来 ， 并 给 出 由 初等 变换 求 出 可 道 和 矩阵 的 道 矩 阵 的 办 法 . 

定义 1 nn 阶 单位 矩阵 机 经 过 一 次 初等 变换 而 得 的 矩阵 称 为 
7 阶 初等 方 阵 {初等 矩阵 ). 
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从 定义 我 们 立即 得 到 下 面 三 种 类 型 的 初等 方 阵 . 
1. Pli, 7 站 特 单位 方 阵 第 2 行 与 第 3 行 互 换 ， 或 将 单位 方 阵 
第 + 列 与 第 7 列 互 换 ， 即 
1 


了 (办 一 a ! 


1 


其 中 ， 对 角 线 上 第 i 个 与 第 7 个 元 素 为 零 ， 其 余 为 1; 非 对 角 线 上 
i 行 7 列 与 7 行列 处 为 1, 其 余 为 零 ， 显然 


Pli, = E+Biit+ 》 Ex. 
ki 


2, PGi(c)) 将 单位 方 阵 第 ; 行 或 第 ; 列 飞 非 零 常数 c, 即 
P{ic) = diagtl :… Lel... 1)=+(e— 1 BR:. 
i-1 个 


3. P(i,j(c)) 将 单位 方 阵 第 纪行 加 上 第 7 行 的 c 倍 , 或 第 
列 加 上 第 宇 列 的 c 信 ， 即 


也， jt0)) 一 2 3 
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其 中 ， 对 角 线 上 元 素 为 1; 非 对 角 线 上 宇 行 了 列 处 为 c, 其 余 为 零 . 
显然 


P{i, j(e)) 一 n 二 Chij. 


定理 ] ”初等 矩阵 是 可 道 矩阵 ， 且 其 道 矩阵 是 同类 型 的 初等 矩 
阵 , 


证 注意 到 


2 
Pli, PL, 1) = (a; 十 有 ii 十 2, sj 
ja 
一 EjBiit Pibijt > Er 
ky 
= 
因而 
PGi, 1) = Pli, )). 
其 次 


Pi)PG(c 
= {n+(ec— DE)(h {ec! — 1;) 
= 人 hh 二 (c-l+c 1!— DFE,;+ (ce—1)(e™!— 1)E:: 
= 上. 
因而 
Ptic) = Pli(e™)). 
最 后 ， 


Pli, iA)PG, j(-0)) = (hh + cB) — cE,) 
一 了 ce = eh; 
= 
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因而 
Pl, fc) 一 和 Pls, j(—e)). 口 


定理 2 设 AEP™", 用 m 阶 梓 等 答 隆 从 左边 乘 4,， 束 是 
把 4 进行 相应 药 行 变换 . 用 ni 阶 初等 矩阵 从 右边 乘 万 , 就 是 把 4 
进行 相应 欧 列 变换 ， 

证 ”只 证 左 系 初 等 矩阵 前 情形 . 右 乘 初等 矩阵 读者 可 自行 完成 . 

首先 注意 到 rowk 吕 mA4 三 如 IFrowm4， 于 是 


rowk 了 (放款 一 rowr Fi;A 十 rowgEjiiA 十 »， roOwp Erid 


li? 
一 GETOW7 A 十 Gk jiTOW; 刀 十 > GrowrAd. 
ii, i 
于 是 
ki 7 时 rowp Pli, DA = rowkd = rowp Arr,; 
k=i, 时 rowiPli, DA = row;A = rowiArr,) 
天 一 时， TO DA = rowiA = rowyArr,. 
故 
P{i, 7) 有 A 一 Ar,r;-. 
其 次 由 
rowp(P(lilc) A) =rowrlmd +rowetc — 1)B:A 
=TOWkAT (co 1l)6irowrA 
= {1+ (co 1l)6ri)rowrA 
= TOWkAcr,. 
因而 
Plic))A= Acr,. 
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最 后 ， 因 为 


rowrptP{i, je A) = rowr(A + cEi;A) 
= rowgA+ coritrowiA 
= TOWEAL, +er,- 
所 以 


PG j(e) A = Ariter D 


定理 3 设 4EP?xn 则 王 列 三 个 条 件 等 价 【 即 互 为 充分 必 
要 条 件 ): 


1) 4 可 经 一 系列 初等 行 变换 变 为 i; 

2 1 存在 初等 下 阵 [a Po, "1 PF 使 得 
A=Pb:.…Ph,; 

3) A 为 可 逆 矩 阵 ， 

证 1) 一 2) (表示 从 条 件 1) 证 明 条 件 2)). 


因为 进行 一 次 行 的 初等 变换 ， 就 是 堪 乘 一 初等 矩阵 ， 于 基 有 初 
等 矩阵 1, WW2, "-"" Ch, 使 得 


rR 1 RA= hn. 
于 是 由 Q@; 可 逆 ， 且 Q@7! = 只 也 是 初等 矩阵 ， 有 
A=Pb...h. 


2) 一 > 3) 由 记 可 道 知 det 访 关 0. 于 是 


点 


det A= [| det P #0. 
5 一 | 


故人 可 道 . 
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3) = 全 1) 对 4 的 阶 和 归纳 证 明 4 可 道 则 可 经 过 一 系列 的 初 
等 行 变换 变 为 单位 矩阵 . 

1 阶 可 逆 和 矩阵 4 = (a), 4& 0, Ao-irn 三 也 

假定 结论 对 一 1 阶 可 首 和 矩阵 成 立 ， 设 4 为 于 阶 可 道 矩阵 . 


且 
dl G2 和] 
三 程 """ a 
ee 21 22 2n 
dnl Cn2 "Qnn 


由 于 det A 了 关 0 故 a11，921，,-..，Qn1 不 全 为 等 ， 可 用 行 对 换 将 
不 为 零 的 il 换 到 第 芋 行 ， 即 A 变 为 


| ho ee bln 
B= bo baz 1 ban 
bl bn 2 0 ban 


B 仍然 可 道 ， 且 bi1 天 0. 下 面 可 经 过 n 一 1 次 行 变换 ， 第 
i (i 之 2) 行 加 上 第 1 行 的 一 摔 们 ,然后 第 1 行 乘 打 1, 得 到 一 个 
矩阵 


1 cl2 … on 


0 


因 C 为 可 道 和 矩阵 ， 故 C1 为 1 一 1 人 阶 可 道 矩 阵 ， 由 归纳 假定 可 用 
一 系列 初等 行 变换 将 Cl 变 为 六 -1. 对 C1 的 行 变换 ， 自 然 可 看 作 
对 C 的 第 2 行 到 第 n 行 的 行 变 换 ， 而 C 的 第 1 列 在 这 些 变换 下 
不 变 ， 这 样 C 变 成 了 


1 cs Cln 
p= 0 ] 0 
0 全 1 
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再 将 六 的 第 1 行 恢 次 加 上 第 2 行 的 一 c12 售 ，-..., 第 行 的 
一 cin 俏 ， 最 后 得 到 1. 即 对 nn 阶 可 逆 矩 阵 结 论 也 成 立 . 品 

注 1 将 定理 条 件 1) 中 “ 行 变换 ” 改 为 “ 列 变 换 ", 定理 仍 成 
立 . 

注 2 设 AEP"xn 日 可 逆 又 BeP"*?, 于 是 (4 B)e 
P"™xtntp), 设 忆 为 初等 矩阵 且 

4 1 一 PD...F. 
于 是 
A-I(A B= (I, A-1B). 
勇 一 方面 久 有 
A-'(AB)= Ph...P{(A B). 

也 就 是 说 ， 如 将 (A 召 ) 进行 一 系列 初等 行 变换 ， 当 4 变 为 单位 年 
阵 瑟 时 ， 吾 就 变 成 了 4: 吾 . 特别 B= 时 , 则 了 变 成 了 A-! 
因而 这 个 定理 还 提供 了 求 道 矩 阵 的 一 种 方法 . 

当然 ， 如 果 CE PrX", 则 (人 E Pm+P)xn., 于 是 


(= (0) = (en) 


于 是 对 (人 施行 一 系列 初等 列 变 换 ， 当 4 变 为 ,时 ， 忆 变 
为 CATT. 特别 扯 = 瑟 时 ，C 变 为 4 


例 1L 求 
一 
(= 3 3 . 
3 0 3 


解 ”对 下 列 矩 阵 进 行 行 变 换 : 


2 3 -1] 1 0 0 
-1 3 —3 0 1 | -一 一 
3 0 3 00 1 
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3 0 3 00 1 
(= 3 —3 0 1 一 
2 3 -1100 
1 0 1 00 3 
-1 3 -3 0 1 01 Oo eo 
人 
1 0 1 00 考 
(3 2 日 1 一 
03 -3 10 学 
10 1 00 3 
(3 0 1 4)— 
0 = 1 sl <=1 
100 1 -1 污 
(10a 1 |) 
0 0 1 -1 1 .1 


于 是 


在 上 面 施 行 行 变换 耐 , 我 们 把 几 次 行 变换 合 在 一 起 写 出 , 以 减少 
中 间 步 骤 , 有 时 为 清楚 起 见 常 将 (4 BB) 中 则 画 一 道 线 ， 写成 (41B). 


/1 2 i 本 
2 用 4 人 1 38 (2 瑟 ) 永 人 4 和 BA 
解 对 下 列 掉 阵 施 行列 变换 


1 2 1 0 

3 4 3 -2 

二 | ITo| | 二 
六 10 1 0 

2 5 2 1 

3 -2 3 -8 
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1 0 1 0 
3 1 0 1 
1 1 3 
lo 2 全 | 3 -1 
2 到 本 
2 
3 4 -9 4 
因而 
DD 
RE 9 


1 用 初等 变换 法 求 下 列 矩 阵 的 道 短 阵 . 


1 ‘1 -1 
1) |2 1 , ): 
1 -1 0 


2 2 3 
2) | 1 -1 0|, 
一 二 之 1 
1 2 8 4 
2 3 1 2 
3 
) | 1 1 一 上 | 
1 0 -2 -68 
3 3 —4 -3 
a) los 1 1 
5 4 2 1 
2 3 3 2 
1 号 —5 了 
U i 2 -3 
与 
) | 0 1| 2 : 
0 0 0 1 
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六 九 , 求 


1 区? 


2 设 a; 关 0， 


| 
0 
0 
0 


0 

0 

0 
Un 


求 矩 阵 名 , 考 满足 ; 


号 


人 


1) GE 
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2 i 0 0 0 
1 2 i 0 0 
0 0 0 :|:.: 2 1 
0 0 0 … 1 2 


{ 注 4) 中 矩阵 均 为 只 阶 方 阵 ) 
和 证明， 1) 两 个 上 {下 ) 三 角 矩 阵 的 积 仍 是 上 ( F) 三 角 和 矩阵 ; 
2} 可 逆 上 (下 ) 三 角 和 矩阵 的 道 矩 阵 仍 是 上 {和 下) 三 角 和 矩阵 . 

n 0 _ 1] x 1 ON 
1) 试 将 【0 21 ) 表示 为 《6 3) 形式 与 ( ， 1 ) 形式 
矩阵 的 积 . 


2) 设 4 二 ( . E C2*3, 且 det A 一 1. 证明 4 可 以 表 
示 为 《5 7 了) 形式 与 《(， ) 形式 短 降 的 积 
vy |! 


3) 设 4 为 见 阶 方 阵 ， 且 det 4 = 1. 证 明 4 可 表示 成 形 如 
有 Je) 形式 的 初等 托 阵 的 积 . 


求 阶 初 等 知 阵 的 恬 积 ; 
A= Pn. rn- ljPrn-1, no2)...P3, 2)P(2, 1); 
B=P], DP2, 3 Pn m2, n—1)Pmn—1,n). 


1) 求 所 有 与 习题 6 中 4 可 稳 的 矩阵 . 
2) 求 所 有 与 习题 6 中 B 可 换 的 矩阵 . 
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3.5 ”和 矩阵 与 线性 方程 组 


在 82.5 中 已 经 介绍 了 有 关 线 性 方程 组 的 名 词 ， 本 节 将 介绍 线 

性 方程 组 与 年 阵 的 关系 ， 设 有 线性 方程 组 
G11T1 十 12T2 十 :十 Qi1nTn 二 机 ， 
02171 十 02332 十 … :十 Q2nTn = bz, 


Gm1Tl 十 Gma272 十 :十 Gmnzn = bm, 


将 系数 矩阵 记 为 4. 再 令 


Tl1 bl 
X=| |， B= 
1 b,, 
我 们 奶 将 吾 叫 常数 项 . 
显然 coli1 A，colzaA4，..., coln 和 4 与 BB 都 是 m x 1 的 矩阵 . 


可 看 为 待 求 的 nx1 的 矩阵 . 于 是 用 矩阵 加 法 ,矩阵 与 数 的 苹 法 
的 观点 ;及 矩阵 与 牢 阵 乘法 的 观点 ， (1) 可 分 别 写作 


zlecoll144 十 Tocols4 十 … 十 Zncol A = B: [1 
AX =B. (1") 


如 果 (1) 是 非 齐 次 线性 方程 组 ， 即 召 关 0, 我 们 称 矩阵 (4 B) 
为 它 的 增 广 矩阵 . 
定理 1 设 A4AEP™*n BeP™x!l Pe Pmxm 可 道 ， 则 线 
性 方程 组 
对 =BB (2) 
与 线性 方程 组 
(PA)X = PB (3) 
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的 解 相同 . 
证 设 怀 为 (2 的 解 ， 即 


AA1 一 B. 


两 边 讲 癸 了 得 
PAX!1 = PB. 


大 六 ! 也 是 (3) 的 解 . 
反之 ， 设 六 2 是 (3) 的 解 ， 即 


PAX, = PB. 


两 边 堪 乘 P-! 得 
AX, = B. 


故 A2 也 是 (2) 的 解 . 
因而 (2), (3) 的 解 相 同 . OO 
特别 ， 若 二 Pei fe 天 全 ,即将 方程 组 (2) 中 第 ， 个 方程 
两 边 同 飞 以 c; 若 卫 == Pli, 四 ); 即将 方程 组 (2) 中 第 i 个 方程 与 第 
j 个 方程 父 换 位 置 ， 若 已 = Pli，7(c)), 即将 方程 组 (2) 中 第 i 个 
方程 加 上 第 7 个 方程 的 < 倍 . 我 们 知道 这 三 种 变换 都 不 改变 方程 组 
的 解 . 这 些 就 是 用 消 元 法 解 线性 方程 组 的 根据 . 
当 44 为 研 道 矩阵 时 ， 方 程 组 (2) 可 以 用 Cramer 法 朵 求解 . 
也 可 将 增 广 矩 隆 (4 B) 经 过 行 变换 变 为 (I A™1B), X= A-'B 
就 是 解 . 
例 1 解 线性 方程 组 
| 2T1 一 To 二 $53-= 1, 
471 +272 二 523 二 4, 
2r1 二 2x3 = 6. 


解 ” 将 此 方程 组 的 增 广 捧 阵 施行 行 变换 : 
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2 1 3|1 2 一 1 311 
4 2 514 — |0 4 -1i12 | 一。 
2 0 216 0 1 一 上 15 
2 -1 3 1|1 2 -1 3 1 
0 1 一 15 — | 0 1 一 ! 5 一 一 
0 4 -1|2 0D 怀 3 | 一 18 


因而 原 方程 组 的 解 为 


Tl1 二 9, Ya 三 一 1， 23 一 一 口 


当 4 不 可 道 时 ， 自 然 不 能 用 Cramer 法 则 求解 ， 但 我 们 仍 可 
将 增 广 矩阵 进行 行 变换 得 到 一 个 比 原 方程 组 简单 的 同 解 方程 组 ， 然 
后 再 讨论 它 的 解 . 详细 的 讨论 ， 将 在 下 章 完成 . 

有 时 我 们 只 需要 将 方程 组 中 部 分 未 知 数 求 出 . 这 时 可 用 打 洞 技 


巧 来 做 到 这 一 点 . 
例 2 设 AEP"”", 且 


4 A» 
4= (4 2 


其 中 A EP*Xxk A4s E Pm-R)xtn-4) 且 A4 可 道 ， 又 


_1/iXi _i1Bi 
*- (2) 0- (8) 


Bi € Pr*l, By € P(rTDxl ,Xa 分 别 为 kx1l, (ta 一 有 xl 


的 未 知 窍 阵 ， 则 方程 组 
AX=B (4) 
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中 前 天 个 未 知 数 ， 即 号 1 满足 方程 组 
[41 — 42 A7T! A3) Xi = Bi 一 44 Bs2. (5) 


,ee 
证 在 (也 的 两 边 左 末 ( ak ):n 


I 一 4247 你 | 和 
从 nx ) As 44) \X2 
/ks | 人 
a ( 0 Tx B2 
Gua 0 ) 4 息 | 
A; a Xz 也? 
于 是 所 1 满足 (5)， 口 
在 实际 运算 时 可 将 【 42 ) 进行 列 变换 . 当 44 变 为 [4 时 
42 变 成 了 As.A7'. 其 它 运算 就 简单 了 . 
例 3 求 下 面 方 穆 组 中 的 zl1，z2， 


a 二 3 
Tl 二 2272 十 32723 十 324 十 4x5 = 
221 二 To 一 2r73 二 2274 十 一 87s 二 一 1€, 
371 十 272 十 373 十 474 十 5 一 2, 
一 1 十 TY2 一 4r3 十 474 十 225 一 一 1 2 


解 将 系数 窍 阵 4 分 块 为 
加 A An 1 1 
4= (人 4=(1 汪 


再 将 【42} 施行 列 变换 ， 


1 1 1 2 1 3 3 
所 ] 
2 3 4 3 5 4 3 53 让 
-2 2 -3 |1— | 1 0 -3 一 一 1 0 0 
3 4 1 2 7 1 2 1 7 
-4 4 2 0 2 0 8 
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EE -2 32 了 
4 8 六 场 如 对 
2 7 6. la lli2 lil2 
1 0 0 一 一 1 0 0 
2 1 0 0 1 0 
2 0 1 0 0 1 
| _ 1/-22 32 ") 

24244 和 市 (- 90 80 49/ 

67 63 

三 14, = 1 

i Mdg 28 市 ai 

Bi -44i Ba = 市 


故 Y1，z2 为 方程 组 


(0 105 ) (a) (4) 


的 解 . 不 难 求 出 zi 二 1, zx2 = 一 | 口 


习 题 
用 初等 变 接 法 解 下 列 方程 组 (1 一 凯 : 


170 ， 


工 ] 一 P53 十 号 艺 3 一 484 一 4, 
T2 CO— rT4 rT4 二 一 3, 
T1372 二 4 一 1, 
一 YX2 二 373 十 4 一 ”一 4. 
T1 十 272 十 Z3 
271 一 Y2 十 证 号 
1 一 2 十 273 
71 二 2722 十 573 
T1272 — 374 十 285 一 
区 1 一 2 一 了 3 十 并 4 一 335 
271 一 372 十 473 一 524 十 275 一 
9zr1 一 9ra ra 16rz4 十 275 = 25. 


| 


lL 
WD 


| 


| 
~ 
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2 十 了 2 一 二 
3rl 一 202 十 24 一 
Tl1 + i172 ~ 37; 一 
Tl1 十 2752 十 3 = 过、 
3 求 下 列 方程 丝 中 的 .1，.2. 


2T] 一 了 2 十 汪 r 十 274 
97| 一 2 十 dr 二 2x4 二 
371 十 2ro 十 5x3 一 47x4 

471 十 Gra 十 7Y3 一 10r3 


一 二 一 


LM- 


L 


3.6 例 


和 例 1 个 nn 阶 方 阵 串 司 正 交 方 阵 , 妇 果 它 的 道 秒 阵 是 它 的 转 
置 拭 阵 ， 试 让 nz 阶 方 阵 4 若 满 足下 面 三 个 条 件 中 的 两 个 则 也 满足 
第 三 个 . 

1) 有 丰 对 合 ( 即 A42 = 五, ); 

2} 4 下 交 ( 即 AA4’ = 古 ): 

3) 有 4 对 称 ( 即 A 一 A 】. 

证 由 4 二 ,A 二 4' 知 AA’'=A'4=,. 

由 =, AA= AA' 一 古 知 A-1= A，A-1 一 4'. 故 
Fah 

由 .44=4 本 一 下. 41=4, 知 A2== 卫 ， 口 

例 2 设 蕊 ERnxP (n>p).H 


(coli X) co KX = 6 1 <ij<p. (1) 


则 矩阵 Sx 二 2XX' 一 五 满足 例 1 中 三 个 条 件 . 
证 直接 计算 可 得 :SY% = (2XX/ 一 = 2(X'YX'- T= 
2XX' ==. 
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其 次， 由 (人 向 放 三 六 . 于 屁 
99 =4XX'XX 一 4 和 大 十 页 一 4 贡生 -4XX' 十 天 


— 1 
由 Sx 满足 例 1 上 中 条 件 3) 与 了 ), 故 满足 2). 口 
例 3 设 六 ,Sx 如 例 2. 又 人 ER 人. 且 是 为 正 袍 提 阵 . 
令 六 二 4AX. 如 
(coliY co 和 = 6;, 1 <ij<p 
Sy = ASxA-l1. 


证 由 coliY = coliAX = 二 Acolj 羡 , 融 
= (co XY A Acol;X 


{coliY }'coljY 
= (coli XY col;X 
0 
Sy S27Y = AXA A = 
= A(2XX 一 五 ) 4 
一 4SX4 


口 


于 是 结论 成 立 . 
例 4 设 有 A,， BEP"*", 上 昌 4 B，A4AB 一 玉 可 逆 . 求证 


A 一 B-1, (4 一 B-1)-1 一 4-! 也 可 道 . 


证 因为 
A—B- = ABB-!— 
所 以 由 吾 , 4B 一 了 可 道 , 知人 一 吾 - 可 逆 ， 且 {4 一 B 


B(4 巨 -五 )-!. 进而 
(A— BD i 4 一 1 


Bl'—(AB- IB-! 
ey 二 
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= 

一 A-!(AB(AB— 1)-!— 1,) 

一 4 (AB- (AB— NCAB— TY 
"A 


因 调 ( 半 一 如 7 一 和! 岂 二 遂 ， 出 
AB As ABA= 4 口 
注 最 后 这 个 等 式 叫 华罗庚 等 式 . 


例 5 没 4,， BEP" XY? 日记 一 A4B gg 道 则 一 B44 也 
H] 道 . 


In— BA =h—B(,— AB)(N,— AB)!'A 
= -~(B- BAB)(I, — AB}-!A 
= -hh -BAB(,— AB)}IA. 


因而 有 
In~ BA+( ~— BA}B(I, — AB)}-!A=I.. 


于 是 
(hh — BA) =I1,+ BI,— AB)-1A. 口 


例 6 设 召 EPnxn 且 已 可 道 . 又 a BEPnxl Ha 
i+2BTa0. 则 BB 二 a8 可逆， 日 


Fn 一 一 1 Re 了 二 
(B+oap) = 有 -二 (B-1aj(8B-D (2) 
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证 直接 计算 : 
(B+ap](B-1- 一 (Brtaj(8B 
= 五 -zagB-+aBB- -apyB IagB 1 
一 六 十 侍 一 -)apB-1 ~a(8'B-10)8' 8”! 


1 
= + (1 2)agB-1 — ala- 1)8B™ 
本 


= 公 ， 


因而 召 十 a8 可 闭 ， 且 《2) 成 立 . 口 
例 7 设 A4EP"*". 求证 


det 4* = {det A)™ !. (3) 


证 ”由 于 
44 三 4 =det4. 


于 是 det 4 关 0 时 ， (3) 成 立 . 
现 设 det 4 二 0. 若 det A* 关 00, 则 线性 方程 组 


X=0 
有 唯一 解 区 二 0. 但 由 A* 有 = 二 0 知 
A'coliA=0,1<j<n. 


于 是 coj4 = 0 1< 7 所 m. 因而 4=0，4* = 0. 得 到 了 镍 盾 .于 


是 (3) 仍然 成 立 . 口 
例 名 设 
Qll 012 i {in 
有 A 二 a21 22 7“** {2n c Rr 
nl dn2 -nm 
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满 中 下 而 二 个 条 化: 
1) 1 冯 】 了 时， si, 0; 
) 


2) 有 (2 天) > 0 1 和 <n 则 下 面 两 个 结论 成 六 


让 4 的 所 有 死 素 间 负 
1 
说 让 在 = | | zx > 0. 1<i<n 使 得 4X 中 得 个 
Tr 
证 ”对 n 作 向 纳 证 明 ， 7 = 二 1 时 ， 命 题 显然 上 成立 ， 没 nn 一 1 
时 命 串 已 成 这 对 有 A 作 如 下 分 抉 


2 1 CY 
I ( 如 2 


十 是 有 4 1 可逆， 且 4 中 每 个 元 素 非 仙 ， 明 


Trl 0 A Cr 
( —3 A 1 ) ( 3 Cn rn ) 
I 六 1 CY 
加 | 人 ， 


信 d=wn -BArio. 则 ddet4dct4n 1>0 也 
ni 一 了 An-1 I | 
0 1 0 dj AD 六 
内 而 各 
1 全 心 ) (es 各] | 1 
0 ad-! 0 1 一 D471 1 


是 于 #1 中 每 个 匹 素 非 负 ， 世 > 0， ca 如 中 元 素 非 正 , 于 是 上 人 式 布 
而 一 个 矩阵 中 元 素 都 非 负 , 因而 4 中 死 素 非 负 记 4 = (5;)). 
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Xl 
| 1 证 了 LE 
于 是 by >0. 令 X= cobA =| ;| z= bi 
j=] . 了 一】 
Tn 


4 可 道 ， 故 x; > 0, 用 


1 
及 拓 一 > AcoljA 一 9 colyAA-! Ey 
j=1" j=1 | 
l 
故 AX 中 每 个 元 率 为 正 数 . 


习 题 
1 设 A4, BeP"xn，A*，B* 为 它们 的 伴随 矩阵 ， 证明 
) (A#) = 0A)"; 
) 车 4 可逆 则 (4-1)* = (A*)-1 
) 车 44 正 灾 ， 则 A* 也 正 交 ， 
4) 若 4 对称， 则 A* 也 对 称 ; 
5) 车 4 对 合 ， 则 4* 也 对 合 ; 
6) 车 4 短 等 ， 则 4* 也 第 等 ， 
7) (ABY* = B*A*. 


[ee 


2 设 4EPmxn BEeP"xm, n> m. 叉车 入 关 0, 则 
det(X, — BA}= A ™ det(Al, — AB), 
而 且 久 二 0 时， 上 十 式 也 成 立 . 
3 设 AEP"™*"n. 我 们 称 


Tt 
trA 一 > ent, ;A 
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为 4 的 迹 . 设 BEP" "EP. 渤 证 
1) tr(A4+ B= tr + tr 

2 TM et 

3) uAB) = tr(BA): 

) AB— BA¥L,: 

) 车 4 为 可 逆 第 阵 ， 则 tr(4BA-T1) = trB. 


ote 


Cm 


设 A, € RYP, ent,, = 2, cllti; = 0 妨 天 了 部 


2 -1 0 0 0 
= 0 0 
司 示 宝 本 
0 0 :| 


| 
ee 
| 
Ha 
bs 


又 设 
4=(G a) 
其 中 
0 0 0 
,| 0 .0 
-bb 0 . 0 
0 0 . = 六 
i 0 ... 0 
U D0 .0 
b. cEN. 


试问 ， 56,，c,，p，9 在 什么 情况 下 分 别 使 det 4 为 未 数 ， 零 ， 
负数 ? 
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5 设 4= (qiy) € P?*I, B= (6b41) €E P?*x9. 这 证 


0, p>9 
det A.det B, p= #g; 


1 2 .… 万 i ia tp 
Li (4 Ya 7) 3 ( 1 2.... . 
p< 了- 
本 称 为 Binet-Cauchy 公式 . 


det AB = 
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第 四 章 ”线性 空间 


线性 空间 是 数学 中 最 基本 的 概念 之 一 . 线 虱 空间 理论 不 促 是 而 
等 代数 的 核心 ， 而 且 广 泛 渗 透 到 各 自然 科学 ， 二 程 技术 ， 经 济 管理 
科学 中 . 因而 线性 空间 理论 既是 现代 数学 的 支柱 又 是 应 用 广 沁 的 蛙 
论 . 

线性 空 闻 又 叫 向 时 空间 ， 刘 一定 意 关 下 训 ， 线 性 窟 间 是 几何 学 
特 庆 是 解析 几何 学 的 推广 与 升华 ， 解析 儿 和 何 党 为 抽 色 的 钱 性 空间 提 
人 殿 了 一 个 有 具体 ， 生 动 ， 有 血 有 均 的 模型 ， 布线 性 空间 则 是 解析 几何 
的 灵魂 . 


4.1 ” 癌 量 及 其 线性 运算 


狩 平面 解析 几何 的 思想 ， 方 法 用 于 立体 玫 何 学 的 研究 ， 就 是 空 
加 解 术 拖 和 何 学 ， 因 而 与 平面 解析 几何 学 一 样 ， 空 了 间 解析 几何 学 的 最 
基本 的 研究 对 象 也 是 向 是 . 当然， 这 上 向 量 是 包括 六 而 向 盟 在座 的 
空间 同姓 . 

向 量 { 义 称 矢量 ) 是 既 有 长 度 又 有 方向 的 昌 . 

例如 力 ， 速 度 ， 加 速度 等 均 是 向 量 . 

交加 及， BB 是 空间 中 两 点 ,所谓 以 有 4 为 始点 , 吾 为 终点 的 站 
时 ， 是 指 连 接 A，B 的 有 向 线段 ， 存 作风 时 ， 在 线段 A4B 上 画 一 个 
指向 B 的 箭头 ， 


| 
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将 此 向量 记 为 A 加， 向 朋 4AB 的 长 度 为 线段 AB 的 长 度 ， 即 
4 与 B 的 距离 ， 以 |4B| 来 示 . 

零 向 量 长度 为 过 的 向 量 ， 即 始点 与 终点 重合 的 向 旺 . 霍 向 虽 
的 方 条 不 确定 ， 可 按 需 要 取 任 意 方 向 . 

如 果 能 将 向 量 AB 平行 移动 到 向 量 4'B', 即 


AANBB', ABIIA'B', 


则 称 向 时 AB 与 41B' 相等 , 记 为 48 = AB'. 换 名 话说， 相等 的 
向 量 有 相 河 的 长 度 与 方向 . 


如 果 把 相等 的 向 量 看 成 是 同一 的 ， 即 只 考虑 长 度 和 方向 市 始点 
可 性 意 选 取 ， 因 市 位 置 不 同 定 的 向 量 称 为 自由 向 量 . 

以 后 常用 一 个 字母 表示 自由 向 量 ， 特 别 ， 零 向 莉 丧 示 为 0. 

如 二 向 明 长 度 相 等 ， 方 向 相反 ， 虽 称 它们 赴 相反 向 量 , 或 互 为 
反 向 量 , 负 向 量 . 例如 向 量 AB 的 反 向 量 为 B44. 一 个 {自由 ) 向 量 
4 的 负 向 量 是 唯一 的 ， 记 为 -~a. 即 再 4 = 一 AB. 显然 


一 (一 0 = a. 


如 果 几 个 向 量 平 行 同 -直线 ， 则 称 它们 共 线 , 如 果 几 个 向 量 平 
行 同一 平 商 ， 则 称 它们 共 面 . 显然 ， 在 意 两 个 向 量 一 定 共 而 . 

向 便 的 线性 运算 是 指 下 面 两 种 运算 . 

1. 向 量 与 向 量 的 加 法 ” 设 a 6 为 空间 两 个 向 量 ， 在 空间 任 取 
一 点 O, 作 O04 = a，AB = 68. 称 以 O 为 始点 ，B 为 终点 的 向 
量 OB 为 a 与 8 的 各 , 记 为 a+f, 即 O08B 二 a+ 68. 称 此 运算 
为 向 量 的 加 法 . 
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2 
0 有 
容易 证 明 ， 和 十 总 与 总 的 选取 无 大 ， 
2. 向 量 与 数 的 乘法 设 为 向 号 ， Kk 六 ER 与 a 的 积 足 满 风 
下 面 二 条 件 的 向 七 : 
1) kal = | 和 el: 
2) 若 天 > 小 则 大 与 如同 向 著 玉 过 小 则 Ra 与 mn 反问 . 
从 条 件 1) 知 ， 天 二 0 或 a=0 时 ，ka = 一. 
定理 1 空间 所 有 向 量 的 集合 对 于 向 好 的 线性 运算 满 是 下 而 八 
个 条 件 : 
1) 如 十 如 三 用 十 Gi 
2) (ea 十 月 十 了 一 G 二 (8 二 Th 


3) 0+a=a0; 
4) a+(—a)}=0; 
5) loao=e: 


) 

} klla) = (kha; 

7) 合十 Da = ka 十 ia 
) kla+ 8) = kat+ kd. 


在 上 述 八 个 条 件 中 ，Q，B, 7 表示 同 量 ， Ri 表 水 实数， 


证 1) 在 空间 任 皮 一 点 O, 作 OA4=a,48B=6;0A1=. 
A1B1 =a. 由 TO4]41B1, O04 = A1B1, 故 


OAINAB, O41 = AB. 
六 而 B 与 Bl 重合 . 邑 
a+8=H+a=0B. 
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Bl 


0 总 | 


2) 在 空间 任 取 一 点 O. 作 G4 =a, AB =8, BC=7Y. 于 
是 AC = 8 十 ^, OB =a 十 3. 因而 


(a+B)+7=a+(8+7) = 0C. 


| [a 


3), 4) 及 5) 是 显然 的 . 
6) a, kk,，! 中 有 一 个 为 0, 则 Riay 二 (kDa = 0. 设 a 关 
0, 不 关 0, 1 关 0. 此 时 


ECio)| = Ik hit el = lil al = leDal. 


车 上 > 0,1>0. 则 妃 > 0.k(a) 与 (kDa 都 与 a 的 方向 机 
同 ， 因 而 它们 同 向 . | 

车 下 < 之 90,1<0, 则 > 0. {kDa 与 G 同 向 ， la 与 a 反 
向 ， 夺 (ia)] 与 fa 反 向 ， 故 与 4 同 向 ， 也 与 (RD)Q 同 向 

若 久 过 00, 1>>0, 则 所 < 之 0. (kDa 与 反 冶 .Ia 与 GQ 有 同 
向 ， k(la) 与 fa 反 向 ， 也 与 a 反 向 ， 故 与 (ki)a 同 向 . 

若 天 >D0 <0 则 和 <0 {kDe 与 Ga 反 向 klla) 与 ia 
同 向 ， 而 {a 与 w 反 向 因而 Kla) 与 @ 反 向 ， 半 是 与 (kl)a 同 
向 . 
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总 之 ， 在 所 有 可 能 的 情况 下 6) 均 成 六 
7) 太 ，[，Q 有 一 为 0 时 ，7) 自然 成 并 ， 故 设 上 la 都 不 为 


车 > 0 则 世 十 站 or， ka, ia 及 ka 十 [la 四 个 向 量 方向 相 


[ka 二 za = [Kel + lial. 
车 KI < 0, 则 (k 十 DD)a 与 ka，la 中 长 度 大 者 同 向 ,同样 ， 
ka 十 la 也 与 ka, La 中 长 度 大 者 同 向 故 (RK 十 Da 与 ka+ra 同 
向 ， 且 
| 伏 十 六 al 三伏 十 直人 三 有 一 | 由 :el， 
la T iol = (tad ~ Hall = | 全 ~ HI al. 
帮 在 所 在 情形 了 ) 成 立 . 
8) 车 a,，B, 尺 中 有 为 0 者 ，8)* 自 然 成 立 ， 起 设 立 天 0, 如 天 
0, ko0. 
车 尺 > 0， 在 空间 取 CO，OD'， 分 别 作 O04 一 a,，0'4' = 
ka; AB = 6, A'B' = kB. 于 是 OB=ea+8, 0B'= ko + kd. 
如 下 图 ， 


显然 ，AOAB ~ AO'4'B'. 于 是 |ka+kB8|= koe+ 8|. B OB 
与 OB' 同 向 , 套 kla + 人) = ka + 6. 
其 次 ， 显 然 有 (一 DD).a= a, 一 (a+ 有 = 一 a 一 月 
落 天 过 0 册 
kat a) = {-—1): |kl(a+ 8) 
= (—1)- (kla + ||8) = ~—|klo — |k|B 
= ka + Fo, 
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下 8) 成 立 . 口 
习 题 

1 设 AB= AiB;, A1Bi = AzBo, 则 AB = AsB2. 

2 设 4A8，CD 是 两 个 向 量 . 令 S41，S2 分 别 为 与 4B,，CD 
相等 的 向 量 集 . 试 证 下 面条 件 等 价 ， 1) 人 Im Ss 关 负 2) 
AB = CDi3) $1 = $2. 

3 ”如 下 左 图 ， 在 平行 六 面体 中 ，OA4 = a 0B = 86, OC = 1 
试 证 

OD =a+B+Y. 

4 ”如 右 下 图 ， 在 平行 四 边 形 ABCD 中 AB=a, AD = 98. 试 

用 ,上 8 表示 AC, BD. 
DD 


CS 


| A | BB 


5 设 向 量 Q 关 0. 试 证 所 与 a 共 线 的 充分 必要 条 件 是 存在 实数 
上 ,使 得 日 二 ka. 且 上 由 QB 唯一 确定 . 


6 设 ,上 4 不 共 线 则 向 量 ? 与 a, B 共 面 的 充分 必要 条 件 是 在 
在 实数 kk， i 使 得 Y= ka 十 18. 且 上, 1 由 Qa，B,，7Y 唯一 确 


定 . 


7 ” 试 证 向 量 am，B，? 共 面 的 充分 必要 条 件 是 存在 不 全 为 0 的 实 
数 上， i， mz 使 得 ka 二 iB 十 my 二 0. 


8 设 Qa, 8, YY 是 三 个 非 零 向 量 ， 上, 4， m 是 三 个 韭 堆 实数 ， 试 
证 Ka 一 18, 1 一 mY， m7 一 ko 是 三 个 共 面 向 量 . 
184 . 
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连接 几何 与 代数 的 组 带 是 在 空间 建立 坐标 系 ， 从 和 侧 使 几何 问题 
代数 化 ， 这 是 解析 几何 的 核心 .本 节 将 建 江 治标 系 . 

定理 1 设 a, 8, 7Y 是 二 个 不 共 耐 的 向 量 . 则 对 任 一 向 曙 55 有 
唯一 的 一 组 实数 天 ! rm 使 得 


$= Eattld+ my. (1) 


证 在 空间 任 取 一 点 O. 过 〇 作 直 线 &, 6,c 分别 平 行 a, 8, Y. 
并 作 OP = 6. 由 Qa，B8, YY 不 共 面 ， 故 a, b,c 不 在 一 个 平面 内 . 
过 已 点 作 三 个 平 而 分 别 平行 Obe，Oca，Oab. 它们 与 a, b,c 的 
交点 分 别 为 及，L，M ( 如 下 图 )， 


于 是 有 唯一 的 上 i，m E 及 , 使 得 OK = ka, OL = 18, OM = 
TY. 而且 {1) 成 立 ， 
车 mm eR,A6= kat t+ my, 则 


(kkat(t -N+ (mm)y= 0. 


由 Qa， ,7 不 共 面 , 知 上 一 k= 二 1 一 了 二 9 一 m' 二 0 故 知 1 m 
是 唯一 的 . 口 
定义 1 空间 中 三 个 不 共 耐 的 向 量 a，B8,， ”YY 叫 室 间 的 一 个 坐 

k 
标 系 【 或 一 组 基 ). 若 向 量 5 二 ka 二 18 十 my, 则 称 | 了 | 为 上 


Tt 
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在 基 Q，B, 7 下 的 坐标 . Ka，18,， mY 称 为 6{ 在 Ga 方向 吕方 
向 ， 7 方向) 的 分 量 . 

6 在 基 a，8, 下 的 学 标 ， 我们 记 作 crd(8; Qa，8，9). 不 流 
请 时 ， 记 为 crd5, 即 


大 
crd{6; &, 8, 7) = | ! ) : 
Fie 


由 定理 1 知 ， 取 定 基 GQ， 及, 后 . 每 个 向 量 0 者 有 了 唯一 的 举 
标 crd5 E 及: ， 反之 ， 对 任 一 天 E RSXx1, 有 了 唯一 向 量 以 瑟 为 其 
显然 
crdf6l + 62) 一 crdbl + crd#», 


crd{k6) = kerdsé. 


定义 2 设 口 为 空间 一 点 ，Q, B, 3? 为 一 组 基 . 则 称 {OQ; a, 及， 
站} 为 空间 的 一 个 { 仿 射 } 标 架 (坐标 系 ). PP 为 空间 一 点 ， 向 量 OP 
出 ， 


在 qa， ,YY 下 的 谷 标 称 为 点 P 在 标 架 10O; a, 8, Y} 下 


Y 
妆 
的 【 仿 射 ) 坐标 . 此 时 ， 记 忆 点 为 P(x, yy，z). 如 下 左 图 . 避 叫 


0 
原点 ， 显然 ， C 的 坐标 为 (9 = 
0 


和 
出 定理 1 知 ， 取 定 标 架 后 ， 空 间 每 点 有 唯一 的 举 标 上 四 E 
1 


R 1. 反 过 来 ， 对 任 一 关 = 加 E RS*X1, 空间 有 唯一 点 人 @, 使 
字号 
得 Cg =zlia 十 2z38 十 737; 即 久 以 二 为 其 侣 标 . 
通过 QO 点 ， 分 别 平行 并 与 同 向 的 有 向 直线 OX，OY OZ 称 
为 坐标 轴 . 平面 XOP YOU，2ZOX 称 为 坐标 平面 . 
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若 基 wa， 565, YY( 相互 垂直 ) 的 相对 位 置 依次 和 右 ( 左 ) 手 的 拇 
指 ， 售 指 ， 中 指 不 共 面 地 ( 前 两 指 平 伟 ， 中 指 跟 它们 “垂直 ”) 伸 开 
时 一 样 ， 则 称 wa， En 


将 指 。 右手 和 和 左手 村 


一 般 ， 我 们 采用 右手 系 . 

如 果 21，s2，53 是 互相 垂直 的 长 度 为 1 的 向 量 ， 则 称 沧 标 系 
el E22， E38 ( {O; 21，z2， 53} ) 为 直角 举 标 系 . 

这 时 空间 被 三 个 坐标 平面 分 割 成 八 个 部 分 ， 如 上 右 图 ， 每 个 部 
分 称 为 一 个 卦 限 ， 它 们 的 顺序 按 其 中 点 P(tz，y，2) 的 坐标 如 下 排 
列 ， 

第 一 卦 限 ，z> D, 3>0 zy> 0 

第 二 封 根 ， T 过 0 tf>0O2> 由 

第 三 卦 限 : <0 1 二 0 x3 0; 

第 四 封 限 ， zz> 0,4<0 zz>0 

第 五 卦 限 xw>0, gy>0,z<0, 
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第 六 封 限 ， 7zX <0,y>0,z<0; 

第 七 封 限 ， z <0,y<02<O0; 

第 八 封 限 : 了 > 0 <0 zz<0. 

在 解 术 几何 中 将 几何 图 形 ， 特 别 是 曲线 与 曲面 看 成 是 点 的 几何 
轨迹 - 而 这 些 点 是 由 它们 的 坐标 来 确定 的 . 因而 点 所 满足 的 条 和 件 变 
为 点 的 坐标 应 该 满足 的 条 件 ， 而 这 些 条 件 是 由 方程 【 或 不 等 式 ) 来 
表示 的 ， 从 点 与 坐标 这 种 关系 就 知道 解析 几何 有 两 个 基本 课 释 : 

1， 给 定 曲 线 或 曲 而 ， 建 立 其 方程 ， 

2， 给 定 坐 标 x, y 和 z 的 方程 , 确定 对 应 曲线 或 曲 而 的 形状 . 

例 1 设 {0; si，s2，s3} 为 直角 坐标 系 ， 质点 经 过 丁 (zo， 
加， z0) 在 空间 作 勾 速 直线 运动 ， 其 速度 引 = {1，v2， v3} (去 0). 
求 质 点 轨迹 的 方程 . 

证 以 P(x, y，z) 表示 质点 在 空间 中 的 位 置 ，t 表示 时 间 ， 
规定 了 过 品 的 时 间 上 = 0. 于 是 PP 的 坐标 为 时 间 上 的 函数 : 


To 十 Ut, 


rlt) = 
ylt) = + vt, (2) 
zt) = 20 + vst, 
2 
P 
7 
天 


如 果 只 考虑 质点 轨迹 的 几何 性 质 ， 可 将 t 消 去 .假定 v1 尖 0， 
则 


vi{(y i yo), 
ut(z 一 20). 


tl 


| v2a(T— Eo) (3) 


vs(zT Txo) 
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这 是 3 元 线性 方程 组 ， 或 者 
2 一 z -8 二 加 -过 一 2 (4) 
vl vo va | 


这 点 ， 如 果 某 个 zi, 向 如 wb2 = 二 0. 则 yy 一 加 二 0 有 即 y 二 0 口 
例 2 设 a bc dER, 有 是 a, b,c 不 全 为 零 ， 试 确定 方程 


GT 十 By 十 cz 一 区 (5) 


所 对 应 的 铸 形 . 
解 ” 先 设 4 = 0. 不 妨 设 @ 冯 0. 不 难 验 证 原点 O, Pi (一 2, 1， 
0) 及 (一 8, 0, 1) 均 在 图 形 上 ， 容 易 看 出 P(xz，y，2z) 在 图 形 上 
当 且 仅 当 
b © 
rt 二 ——y——2, 
LR LR 
邯 
OP = yoOP + z0b,. 
故此 时 图 形 为 O， 只，Pz 所 确定 的 平面 x. 
设 dU0. 广 假 Qo{zo, Yo, z0), 全 Ti a 21) 为 图 形 上 二 
不 同 点 .将 它们 的 坐标 分 别 代入 (5), 再 相 减 得 


QZ0 £1) 十 b{ yo 一 nh) 十 c(z0 一 2 二 0. 


故 Q160 与 平面 x 平行 ， 故 此 时 (5) 的 图 形 是 平行 于 平面 x 的 平 
面 71. 口 
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注 这 里 ， 我 们 没有 要求 所 用 标 架 为 直角 标 架 
| 1 
例 3 设 a= | az, 8= | bo | 是 两 个 不 共 线 的 向 量 . 决 


习 3 ba 
定 通过 空间 点 醒 (zo， 加 ,如 ) 并 平行 于 a 及 6 的 平面 7 的 方程 . 
解 设 P(x, y,，z) Er. 则 忆 P，a, 8 共 面 ,于 是 有 不 全 为 
零 的 大 1， mE 民 使 得 


EPP+lat+ma=0. 


车 大 = 0, 则 a，B 共 线 这 与 假设 逢 盾 . 套 尺 关 0. 令 写 = 
一 v= —m/k. 则 


BP = wa vB. (6) 


反之， 空间 了 点 ， 如 果 满 足 于 述 条 件 ， 则 PP € zx. 于 是 7 的 方程 
可 号 咸 . 


T= Xo a 二 hv, 
y = Yo + a2u + bov, (7) 
z 一 20 十 G3E + hoy, 

其 中 4 ma 是 两 个 独立 变量 . 口 


例 4 设 为 直角 坐标 系 . 试 求 以 Po(zo，yo，z0) 为 球 心 ，7 为 
半径 的 球面 5S 的 方程 . 

解 过 2, 己 作 坐标 平面 大 DY 的 垂 线 ， 垂 足 为 Qo 人 Q. 过 
有 i 作 直 线 平 行 于 GoQ, 交 PQ 于 瑟 . (如 下 左 图 . ) 于 是 


IBPP? =|PBDF+|PRE 
= |QoQ| + (z 一 20)2. 


由 平面 解析 几何 理论 知 


|QoQ@ = (2 — zo + (9 ~ yo. 
,190 ， 


Maked by freekaoyan.com 


www.freekaoyan.com 


因而 
- (8) 


IBPl = {zr — xz0) + (y — yo) + {z ~ z0) 


故 以 Po(zo0，Wo，20}】 为 球 心 ，7 为 半径 的 球面 的 方程 为 
(9) 品 


(z— xo) 十 全 一 加 天 二 (一 加 =r. 


特别 ， 若 球 心 了 = O 〇 为 原点 时 ， 则 球面 方程 为 
(10) 


在 实际 中 ， 确 定 空间 一 点 的 位 置 通常 是 确定 它 的 经 度 ， 纬 度 与 


高 度 . 
设 P(X,，Y， 2) 为 空间 一 点 . 直线 PQ 垂直 于 举 标 平面 OY,， 
Q(X，Y，0) 为 重 足 ， 设 OX 到 OQ 的 夹 角 为 p (0 < yw 之 27)， 


OZ 到 口 P 的 夹 角 为 蝇 人 0 雯 日 过 三 P =” (如 上 右 图 }. 于 是 


(11) 


y=7Singsinwe, 


T=rsinfcoswy, 
z= 二 rcos0, 


(7, 8， o) 称 为 点 了 的 球 坐 标 ,CO 称 为 极点 . 直线 OZ 称 为 极 轴 . 
半 平 面 1P(z，0,，z)|z > 0} 称 为 极 半 平面 . 极点 ， 极 轴 与 极 半 平 


面 合 称 球 坐 标 系 . 
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以 原点 为 球 心 ， 半 种 为 了 的 球面 方程 可 以 写成 


XO, #0) = rsin feos sy, 

| yo0, wp) = 7 sin sin vy, 
zB, Pw) = rcosdh, 

0O<0<7, 0 < 2. 


(12) 


从 上 上面 例 2, 钢 3 与 便 4 可 以 看 到 ， 空 间 则 面 的 方程 可 以 写成 


Flx, y, 2)=0 (13) 
的 形式 ， 也 可 以 写成 
r= 7{u, t), 
{se 0), (14) 
z = z{u, v) 


的 形式 ,这 里 ,vt 为 变量 ， 称 为 参 变 量 . (14) 称 为 曲面 的 参数 方 
程 . 

如 (7) 为 平面 的 参数 方程 . (12) 为 以 原点 为 球 心 ， 7 为 半径 
的 球面 的 参数 方程 . 

从 例 1 可 以 看 出 ， 空 间 则 线 可 以 用 一 个 方程 组 米 表 示 : 


{rs, y, 2) = 0, 
1 了 z) = 由， 


即 曲 线 是 两 个 曲面 的 交 线 ， 空 间 划 线 也 可 表示 为 
= 
(0 (16) 
z 二 z(i), 


其 中 上 为 变量 ， 称 为 参 变 量 . 即 可 将 曲线 理解 为 点 在 空间 运动 产生 
的 轨迹 . (16) 也 称 为 曲线 的 参数 方程 ， 

如 (2) 就 是 直线 的 参数 方程 . 

参数 方程 在 数学 分 析 ， 微 分 几何 中 经 常 要 几 到 . 
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地 
设 {0O; a，B, ? 为 仿 射 举 标 系 ， 
xn: art+byt cz+d=0, 
二 To 二 et, 
1 : (owt 
. z 二 0+ 1t 
为 空间 中 的 平面 与 直线 . 试 证 
1) 站 一 由 ( 即 :平行 于 ,但 不 在 区 中 ) 当 且 仅 当 
ae 十 bg 十 cr 一 0， ax0 十 bo 十 czo 十 莹 天 
2) iCAt( 即 在 x 中) 当 且 促 当 
ae+ hy+ef =arogt+ byo+ czoi+d=0. 
3) 1 不 平行 7, 即 1 与 7 相交 当 且 仅 当 
Ge + bg+ cf A D0. 
并 求 1 与 交点 的 誉 标 ， 
设 平面 Ti (i 二 1,，2) 
fitx, yy, 2) = ott hyt+cztt=0 


经 过 直线 1 试 证 : 平面 7 经 过 i 的 充分 必要 条 件 是 存在 不 
全 为 零 的 数 A1，Aa 使 得 的 方程 为 


Afilr, y, 2) + M2 fotlr, y, 2) = 0. 


( 注 当 A1，Aa 变动 时 ， 上 面 方 程 代 表 了 所 有 经 过 直线 1 的 平 
面 的 集合 ， 称 为 以 1 为 轴 的 有 轴 平 而 束 .) 
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3 试 证 平行 于 平面 
nt: ar+hyi+cz+t+dad=0 
的 平面 的 方程 为 
dar 二 十 cz 十 入 二 0， 


其 中 入 为 一 实数 ，( 注 所 有 平行 于 平面 r 的 平面 的 集合 称 
为 平行 于 x 的 平行 平面 束 .) 


4 试 证 通过 同一 点 她 {z0， 和 加，z20) 的 平面 方程 为 
atz — x0) + bly — yo) + c(z — 20) =0. 
( 注 空间 所 有 通过 {zo，yo，20) 的 平面 的 集合 称 为 以 为 
(x0， 如 ，20)】 中 心 的 中 心平 面 把 ,) 
5 ” 试 证 平行 于 向 量 上 = (di，d。，d3) 的 平面 方程 为 
| 
其 中 a,， b,c 满足 
z adi 十 bdz + eds = 0. 
( 注 所 有 平行 于 向 旱 6 的 平面 的 集合 称 为 平行 于 5 的 平行 平 
面 把 .) 
6 试 证 通过 点 甩 (x0， 如 ，2z0) 的 直线 方程 为 


TT YY 220 


1 和 


其 中 a， Bc 为 不 全 为 零 的 实数 。 ( 注 空间 所 有 通过 瑟 (zo， 
加，20】 的 直线 的 集合 称 为 以 吨 (x0， 加 ，2 宫 ] 为 中 心 的 中 心 
直线 把 .) 
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试 证 平行 于 向 量 4 = (d1，d2，q3) 的 直线 方程 为 


TTo0 yi zz 


| 1 ‘1 3 


其 中 Zo， 名 ，z0 为 实数 . ( 注 所 有 平行 于 向 量 6 的 直线 的 
集合 称 为 平行 于 5 的 平行 直线 把 , {di，d2，ds) 称 为 其 方向 
数 .) 


试 求 过 及 (Pz1， 执 ，z1)， 有 局 (XT2，2p9，z2)】 两 点 的 直线 方程 . 
设 户 (z2i， 如 ) i 二 1，2，3 为 三 点 . 
1 访 ，P2，Ps 共 钱 的 条 件 是 什么 ? 

2} 若 它 们 不 共 线 ， 求 过 它们 的 平面 方程 . 

设 1Q; sl1，s2，s3} 为 直角 坐标 系 ， 又 HilTiy WY UH) t= 
1，2，3 为 不 周三 点 . 

1} 确定 线段 互 囊 的 中 点 举 标 ， 

2) 车 品 , 户 ， 局 不 共 线 ， 试 证 A 互 瑟 声 的 重心 的 坐标 为 


( 注 设 品 (z;， 叶 如)， i 二 1，2，...，m， 则 由 坐标 z = 
VY 一 = 思 2 一 所 确定 的 点 已 称 为 
1<m) 的 重心 .) 
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4.3 ”线性 空间 的 定义 


回顾 前 面 讨论 过 的 三 种 对 蒙 : 多 项 式 ， 算 阵 及 间 量 . 每 个 对 得 
的 元 素 之 间 有 加 法 ， 每 个 对 象 的 元 束 与 其 个 数 域 的 数 之 间 有 乘法 . 
而 这 两 种 运算 无 论 对 那 种 对 象 都 有 共同 的 规律 ， 所 有 这 些 规律 中 有 
8 条 是 最 基本 的 . 将 这 些 抽象 出 来 ， 就 构成 了 “线性 空间 ”这 一 最 
重要 最 基本 的 概念 ， 

定义 1 设 王 是 一 个 数 域 . Y 是 一 个 非 空 集合 ， 对 Y 中 任 
何 两 个 元 类 ea, 总 有 唯一 的 六 中 元 素 与 它们 对 应 ， 称 为 a 与 5 的 
和 , 记 为 Qa 十, 即 在 中 定义 了 加 法 ， 双 对 书 中 任 一 数 玉 与 VV 
中 和 任 一 元 素 a 有 唯一 的 中 元 素 与 它们 对 应 ， 叫 向 并 与 和 的 积 : 
记 为 ka, 即 定 尽 了 Y 的 元 素 与 数 的 乘积 (简称 纯 量 积 ). 这 两 种 运 
算 满 足下 面 8 个 条 件 . 

1) 肪 法 交换 律 : 


a+B=+a, va, Perv. 
. 2)】 加 法 结合 律 : 
(t+)+Y=a+(0+7), Ya B, yeEV. 
3) 存在 元 素 0 € Y, 使 得 
0+a=a, YaeV 
4) 对 任 一 a E WY, 存在 -a E V, 使 得 
a+(-a)=0. 


5) ll:a=a, Veaerv. 
6) klla} = (kljla, Yk, IEP,aerV. 
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?7) (k++Da=katia, vkhk.{eP,ace. 

8) kfa+ B= ka+hkd, veP,a. ew. 
测 称 Y 是 数 域 已 上 的 线性 空间 或 向 量 空间 ， VW 中 元 素 称 为 问 
量 . 王 叫做 Y 的 基 域 . 

线性 空间 的 运算 除 上 面 8 个 条 件 外 ,还 有 以 下 的 一 些 手 质 是 常 
用 的 . 

1.。 请 足 条 件 3) 的 元 素 是 唯一 的 . 

事实 上 ,车 有 有 0 EV, 使 得 0+a=a，YaeV. 则 0'= 
0+0 =0 +0==0. 我 们 称 0 为 VW 的 零 元 束 或 零 向 量 . 口 

2.， 对 于 a EVV, 满足 条 件 4) 的 元 素 是 唯一 的 ， 称 - 为 a 
的 负 元 素 或 负 向 量 . 

事实 上 ， 著 甩 E 六 使 a+ 有 一 0 则 8=0+8=(a 十 
(~a) +B8= (~-a)+(e+B)= 一 ea. 口 

3 消去 律 ， e 月 EV, 有 ai+8=at+7”Y. 则 六 =，， 

事实 上， 月 =0 十 有 = aa+B=—-a+a+yY=”Y. DO 

4. vkeP, Ek:.0=0; YaeEV, .c=0, (~-l}a=—a. 

事实 上 , 由 0+k:0= :0 二 (0+0) = 二 上 .0 十 率 -0 知 
k:0= 0. 

由 0+0:a=0.0=(0+0a=0:a+0.9, 知 0.0o=0. 
由 0:a=0, 知 a+(-l)a= (1+ -Da=0=a+(-a), 故 


(一 la = —a. 口 
5, keEePeoaeeVvV, 有 Ha=0. 则 点 二 0 或 a 二 0. 
车 0, 则 a = (Fk)a = t{(ka) = 10=0. 口 
在 VW 中 引入 减法 是 很 方便 的 . 规定 
a— B=at+(-—A). 
还 有 许多 性 质 不 再 列举 ， 


例 1 数 域 PP 上 所 有 m xn 矩阵 的 集合 PT™*x" 对 于 矩阵 的 
加 法 ， 和 矩阵 与 数 的 乘法 构成 P 上 的 线性 空间 .特别 ， PIlxn 称 为 
n 维 行 向 量 空间 . P™*! 称 为 m 维 列 向 量 空间 . 
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例 2 数 域 P 上 一 元 多 项 式 集合 PP[zj 对 多 项 式 的 加 法 ， 儿 项 
式 与 数 的 乘法 构成 了 上 的 线性 空间 . 

例 3 空间 中 所 有 自由 向 量 构成 的 集合 对 向 量 的 加 法 ， 向 量 与 
实数 的 乘法 构成 及 上 的 线性 空间 . 

例 4 设 W 所 有 收 仑 的 实数 数列 的 集合 ， 肛 


Y = {a = (6&1, Ho os ns -| lim on 存在 上 


财 对 数列 的 加 法 ， 数 列 与 ( 实 ) 数 的 乘法 ， VY 构成 及 上 的 线性 空 
间 ， 

例 5 以 Clla, 本) 表示 所 有 在 闭 区 间 [a, 是 上 连续 的 函数 的 
集合 。 对 于 函数 的 加 法 ， 函 数 与 数 的 和 莱 法，C[([a, 机) 为 R 上 的 线 
性 空间 . 

设 全 为 上 线性 空间 WY 的 子 集 ， 如 果 对 任何 wa，8 € 全 ,有 
a 十 8 EW. 则 称 殉 对 加 法 封闭 . 如 果 对 任何 EP, a e 环 , 有 
ka € W 则 称 镀 对 纯 量 乘法 封闭 , 

定义 2 设 W 为 上 线性 空间 VV 的 非 空 子 集 ， 如 果 对 于 WV 的 
加 法 ， 纯 量 乘 法 W 也 构成 一 个 线性 空间 ， 则 称 WW 是 Y 的 线性 子 
空间 , 简称 于 空间 . 

有 两 点 要 注意 . 

1 W 是 线性 空间 ， 就 有 如 法 与 纯 量 乘法 .这 两 种 运算 与 
的 两 种 运算 一 致 ， 因 而 W 对 VV 的 两 种 运算 都 封闭 .， 反 过 来 ， 若 
W 对 站 的 两 种 运算 都 封闭 . 由 全 关 介 有 ae WW, 于 是 -Qa = 
(一 Da, 0=a“a 一 ae W. 由 此 容易 验证 W 也 是 吾 上 线性 空间 , 即 
为 VY 的 子 空间 . 环 为 Y 的 于 室 间 , 则 对 任何 大 1 E P, a, 8 6 W, 
有 ka 十 雪 E 环 . 反之 ,， 若 此 断言 成 立 . 取 天 一 1 一 1 及 1 =0, 可 
知 W 对 六 的 两 种 运算 封闭 ， 故 为 子 空间 . 上面 讨论 说 明王 而 三 个 
命题 等 价 : 

(i) WW 是 VW 的 子 空间 ; 

(il W 对 Y 的 加 法 ， 纯 量 乘 法 封闭 ; 
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(ii) Yk, IEP, a, BE W, 有 ka+l8 EW. 

2. 在 子 空间 的 定义 中 ,， 要求 W 中 两 种 运算 与 W 的 两 种 运算 
要 一 致 .， 夫 而 如 果 在 Y 的 非 空 子 集 WY1 中 另外 定义 加 法 与 纯 量 乘 
法 使 Wi 为 线性 空间 ， Wi 不 能 叫 合 -了 的 子 空间 . 

例如 ， Rs 的 子 集 Wi = {{z, 9, 1)lz，y E RR} 对 R13 
的 两 种 运算 都 不 封闭 ， 故 Wi 不 是 R'** 的 子 空间 . 但 若 在 你 1 中 
定义 加 法 ( 记 为 二 


{x, Y， 1) + (zx1, Vi, 1) 一 (T+ rl ¥ + 1); 
纯 量 敢 法 ( 记 为 *): 


KR* (2, Y, 1) = (kr, Ky, 1). 


容易 证 明 Wi 是 RK 上 的 线性 空间 ， 但 不 是 R'*? 的 子 空间 ! 

例 6 设 V 是 局 上 线性 空间 . 则 VV 与 {0} 都 是 WV 的 子 空 
间 . 它们 叫做 平凡 子 空间 . 

例 7 设 V 是 PP 上 线性 空间 ，@Q1, 92, .Qs EV 则 VY 
的 子 集 


骂 
Liai, a2, ..., Os) = (hols er | 


i 二 1 
是 的 子 空间 ， 称 为 由 G1，Q2，...，cs 生成 的 子 空间 . 
事实 上 ， ea EL(al Go, ..., Qs), 1 所 7 所 8. 又 由 


Dio + i Oi 一 Sk 二 i)ei 


+=1 


(Dh) = y (大 Ri jaei 
i 二 1 
知 L{a, 2 Qs) 对 两 种 运算 封闭 ， 页 为 子 空 间 . 口 
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守 Qi 叫做 al，as，.…，as 的 一 个 线性 组 合 . 


定理 1 设 开 1, Wz 为 Pf 线性 空间 VW 的 二 子 空 间 . 则 下 1 与 
Ww 的 变 全 1 站 于 z, 和 了 1 十 全 3 = {oi 十 aazlal E Wi, oo € Wol 
也 是 W 的 子 空间 . 

证 由 OE WnW, 知 InNnH2 关 全 设 a,2eTTin 
Wz, 上 ,1 EP 由 Wi (i 二 1 分 ,为 子 空间 , 大 ka 十 1B E Wi. 因而 
kot ce WiNTs. 即 i 作为 人 W 的 子 空间 . 其 次 , HID € 多 i. 
故 WC WW 三 12. WW 天 人 设 ai+az, 抽 +BE 
VW 十 本 扰 中 ci 访 E 1; 上 , LE P., 于 是 ka; 十 1 ET 人， 豆 
下 (al FA) +2) = (Roartld) + (Koz + 92) € Wi + Wo. 
因 市 Wl 十 Wz 是 WW 的 子 空间 . 加 

习 题 
1 检验 以 下 集合 对 所 指 运 算是 否 构 成 也 上 的 线性 空间 . 


1) 4E BR {f(A)f(r) € RIz]} 对 矩阵 的 加 法 及 和 矩阵 与 
数 的 乘法 . 


2) 全 体 nt 阶 实 对 称 (反对 称 ， 上 三 角 ) 方 阵 对 矩阵 的 加 法 及 
矩阵 与 数 的 乘法 . 


3) a 为 非 零 平 面向 量 . 平面 上 所 有 不 平行 的 向 量 的 集合 ， 对 
向 量 的 加 法 和 纯 量 积 . 


4) 全 体 实数 的 二 元 数列 .对 下 面 运 算 
(a1, b1) BB (az, 62} = (oa 十 aa， bi + by 4102), 
ea We sk(k + Da?). 


5) 平面 上 全 体 向 量 ， 对 通常 的 加 法 和 纯 量 积 ， ka = 0. 
6) 集合 及 加 法 向 5). 纯 量 积 ， ka = a. 
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7) 全 体 正 实数 R+ = {a € Rla > 0}. 专 法 与 纯 量 积 定义 为 
apb=ab, ka=ar, (ke€R). 
8) 有 za = {f(x) € Rlzl|deg f(x) <n 或 f(x) =0} 对 
多 项 式 的 钠 法 及 多 项 式 与 数 的 乘法 , 
9) aE 及. 以 a 为 极限 的 收 敏 的 实数 数列 集 ， 对 数列 的 加 法 
及 数列 与 数 的 乘法 . 
10) A E R™". C(A) 为 所 有 与 4 可 换 的 阶 方 阵 集 ， 对 
短 阵 的 及 法 及 矩阵 与 数 的 乘法 ， 
2 了 为 卫 土 线性 空间 ， 试 证 ， Ra 一 有 = ka 一 kB8; (一 有 (a 一 
B) = kB ~ ka. 
3 设 f(z), g(x) € Plz], f(z)g(z} #0. 令 
(f(z = {RE) € Px] | F(z) hr)}. 
试 证 : 
1) (f(z))，t9(T)) 是 Px] 的 线性 子 空间 ， 
(fzhN (9(2)) = (f(z), og(2)]); 
| 
) 


f(z))+t9(7)) 二 (f(T),g(z))) 这 里 [f(z), g(x)], (f(z)， 
) 分 别 为 f(x),， g(x) 的 首 一 的 最 小 公 倍 式 与 最 大 公 因 


3) 
gz 
式 
4.4 线性 相关 


线性 相关 与 线性 无 关 是 建立 线性 空间 结构 与 分 类 理论 的 基础 ， 
也 是 线性 方程 组 理 诊 的 基础 , 因而 是 线性 代数 学 最 重要 的 概念 之 一 . 
这 个 概念 来 源 于 向 量 的 共 线 ， 共 面 . 
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若 ,请 为 二 共 线 向 量 , 则 有 不 全 为 零 的 实数 后 ，k2 使 得 上 a 十 
kd = 0., 

若 Qa， PB， ?为 三 个 共 面 向 量 ， 别 有 不 伞 为 零 的 实数 KR ,KR2,， Ka 
使 得 

中 人 十 天 2 有 十 Na 一 站 

反之 ， 车 全 如 不 共 线 ， 1， ko 三 R 使 得 Kio 十 kod = 人 0. 则 
kl 一 k2 = 0. 

车 QB, 7Y 不 共 面 , 所， 上 2， ks € RR 使 得 kia+ kB+kay = 0. 
则 Ri = 二 Ro 二 ka 二 0. 

共 线 ， 共 面 在 线性 代数 中 由 线性 相关 ， 不 共 线 ， 不 共 面 则 叫 线 
性 无 关 .、 更 确切 的 定 闵 如 下 . 

定义 1 设 VV 是 数 域 吕 上 的 线性 空间 ， Y 中 向 量 纽 ql, oo， 

as 称 为 线性 相关 , 如 果 有 不 全 为 等 的 数 有, 2..., 上; E 忆 使 
得 
| 十 大 ae 二 1 Kes 二 0, 
否则 ， 称 为 钱 性 无 关 . 
所 谓 Ql1，Q2，...，Qs 线性 无 关 ， 即 若 
Roi 十 haca + :+ kos = 0, 
则 必 有 
R1 一 ja 一 … 一 大 一 0. 

在 定义 1 中 的 有 限 向 量 组 {al，m2，...，as} 一 般 可 以 换 成 
无 腿 向 量 组 4. 称 4 为 线性 相关 , 如 果 4 中 有 一 个 有 限 子 集 是 线 
性 相关 的 . 称 4 为 线性 无 关 , 如 果 4 的 任何 有 限 子 集 是 线性 无 关 
的 . 

例 1 设 VV= 了 PiXx"n. 念 6; = 万;, 有 即 

5 = {0, a Us Ls OQ se 0), 
ww 


i 一 1 个 
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则 El ED ry Er 是 线 斤 无 关 的 ， 及 车 0 它 Pix". 则 El EN ry 
sny Q 是 线性 相关 的 . 
事实 上 ,着 》 Riei = 二 0, 即 
4 一 1 


(下 1， ka, 9 ks) = 0, 


所 以 
ki = kz=:.. = k= 0. 


因而 &1， E2 re En 线性 无 关 . 
又 设 a = (Q1， 92,，...，Qn). 则 


一 人 1E1 一 和 2E2 一 ， “县 nen 十 让 一 用 . 
1 一 在 2，，， :一 人 1 不 全 为 零 . 专 £1 Es, a 线性 相 
关 . 口 
里 一 般 有 下 面 结 果 . 


例 2 设 下 = 下 xn， 出 {Ei:;|l <i < m, 1 7 了 达 n} 线性 
无 关 . 而 {Ei;, A <i<m,1<j<n}(4 是 V 中 任 一 元 素 )} 
线性 相关 . 

例 3 1,z, z?，...， zn 是 卫 [z] 中 线 仁 无关 组 . 又 若 f [x) E 
Plz], 且 deg f(z) < n. 则 1，z，z2，,..，z*，f (xz) 是 线性 相关 
组 . 

事实 上 ， 由 2oz 一 0 知 so=a 一 … 一 an=0 故 
1， T, TL 线性 无 关 . 又 deg (xz) 之 n. 因 面 有 f(x) = 
2 vi 于 是 


a0 1+tazt t+ anT™ + (~1}f (xz) = 0, 


00，Q1，.…….，Qn， 一 1 不 全 为 零 ， 故 1，z，z2，,..，zn，F(z] 线性 
相关 . 口 
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下 面 介绍 线性 相关 与 线性 无 关 的 一 些 简单 性 质 ， 总 假定 讨论 中 
的 元 素 是 也 上 线性 空间 Y 的 元 素 . 

1. 一 个 元 素 a 的 向 量 组 线性 无 关 当 且 仅 当 a 尖 0， 换 句 话 
说 ， a 线性 相关 当 且 仅 当 == 0. 

2. Ql C2，...， Qs (s 之 2) 线性 相关 当 且 仅 当 cl ea. 
as 中 有 一 个 Qi 为 其 他 向 量 的 线性 组 合 , 或 说 可 被 其 他 向 量 线性 
表 出 . 

事实 上 ， 由 a1，Q2，...，Qs 线性 相关 ， 故 有 不 全 为 零 的 数 
1 ，k2，...，。， 不 妨 设 如 关 0, 使 


kG + kaarz + :+ aos = 0. 


a —K1 十 一 大 51 
志 Ol "= "十 R- 
即 as 可 被 1，Q2，...，Qs_1 线性 表 芥 . 
反之 ， 若 某 个 例如 al 可 被 其 余 向 量 线 性 表 出 ， 即 有 al = 


Ca 十 … 十 Gesas.、 于 是 


sl1.: 


lai 十 { 一 ja 十 … 十 (一 asjas = 0. 


面 1， 一 让 2，.， ~ 不 全 为 零 . 故 ai， Oo 5 线性 相关 . 
口 
3. 向 量 组 C1 全 2 7 Os 线性 无 美 当 昌 仅 当 它 的 任何 部 分 
组 人 也 是 线性 无 美的 ， 
事实 上 ,当主 三 时 ， 知 Qa，Qia，...，Qic 线性 无 关 ， 即 
Ql 02，...，Qs 线性 无 关 ， 即 充分 性 成 立 . 
现 设 Gi，Qrio，...， Qi 线性 相关 ， 兢 有 不 全 为 零 的 i ， Rei,， 
t 
人 Kit 毛 Be; 使 得 2 Fis 0 二 0. 取 
j= 


ki 一 0, tit 
tb =. 


了 


Maked by freekaoyan.com 


www.freekaoyan.com 


则 i, 2， "1 ks 不 令 为 零 ， 向 和 krer 二 0. ll, ay. Oy 
t=1 
线性 机 关 .， 必要 性 成 立 . 口 . 


从 这 个 性 质 可 以 看 出 前 而 将 线性 相关 与 线性 无 关 的 概念 由 有 限 
向 量 纪 扩充 为 一 般 向 量 组 的 必然 性 与 合理 性 . 

4 设 al，eaz，...，as 线性 无 关 , 而 al，a2，.…，asy Q 线 
性 相关 . 则 a 可 被 al，az，..,，as 线性 表 出 ， 且 表 贞 方式 是 叭 - 
的 {不计 Qt， Q2，.,.， Qs 的 次 序 ). 

由 Qi G2，...， Qs 0 线性 相关 , 知 有 不 们 为 零 的 后 ,ja 
ks, 上 EP, 使 


Sy + kc = 0, 


$= 
若 者 一 出 二 ha 0, Kl, ko, "1 ks, 不 全 为 零 . 这 与 
Cl Co Ys 线性 无 关 政 盾 ， 融 k 关 0. 因而 
人 一 = 
z=] k 


中 @ 可 被 Qi， 02, 1 0 线性 表 上 出. 
又 车 有 cx 一 > ii 则 
t=1 


外 Cl O22, :-..» Cs 的 线性 无 关 性 知 


f= = i=1 
即 Oo 被 Nil Coy rr Cs 线性 表 出 的 方式 唯一 . 口 
$5。 若 向 量 @ 可 被 oy，Q2，...，Qs 线性 表 出 ， 且 表示 法 唯 

一 。 则 Ol Ca Cs 线性 无 关 . 


i 
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设 避 被 Ol C2 -1 Cs 线性 表 出 的 方式 为 


oa = kaoi + Kodro t+ :+ ksta. 


若 al，Q2，...，Qs 线性 相关 ， 则 有 不 全 为 零 的 有 i,j2，...,， is 使 


得 羡 fa; = 0. 因而 2 被 a1，az,...，Gs 用 另 一 方式 表 出 : 
t=1 


a = {ki 十)al (kat lio)az tT (ks + ls)ors. 


这 与 假设 矛盾 ， 故 ai，ca，. ..，caes 线性 无 关 . 口 


习 题 


证 明 ,， 在 实 函 数 空间 中 ，1，cos? t，cos 2t 线性 相关 ，1, sint， 
cost 线性 无 关 . 


设 f1(2), f(z), fal7) t Plz| 且 
(fi(z), folz), fz) = 1, (f(z), f(T)) 天 1， 
网 (2), fa(z), falz) 线性 无 关 . 


车 Ql1，Qz2，Q3 线性 无 关 . 则 Qi 十 C2， 902 十 G3， G3 十 Ql 也 
线性 无 关 . 


将 [5] 表 成 Ol O93 Oa Oa 的 线性 组 合 . 
1) 8= (1, 2, 1, 1) 


人 1 一 (1, 1 1 1), Ca 一 {ls 1 一 |， = 
a3 = {1, —1, 1, —1), a4 = {1, -1, —1, 1). 


{ 0, 1), 位 2 一 (2， 1, 3, 1), 
( ; 1}, 0, 0), 24 = (0, 1, —1, —1). 
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5 证 朋 人 一 {a1, fd) Pe| = (bi, b») 线性 相关 当 且 人 径 当 a1b? ee 


Qob1 = 


6 着 al，Q2，...，Qr {7 之 2) 线性 无 关 . 则 向 量 细 = at 十 
kia, Ha 一 C2 十 kzar, 5 Br 一 Gr-1 十 Ritr, 应 = 
Cr (Ri 所 P) 世 线 性 无 关 . 


7 设 oi 二 (0i1, oa .Qin) (1 达 i 艺 7) 是 了 1X* 中 线性 无 
关 组 . 又 m>n. 当 1<i<rn<i<mNH, a;eP). 
试 证 Gi; 二 (Qi1, so Hiny Gintl; + ti) 是 Pl*™ 中 的 
线性 无 关 组 . 


名 设 4 EP"*"7T 有 是 妇 可 道 . al ea .. Op E PY*1. 试 证 
Ol, Oa 人 线性 无 关 当 且 仅 当 4al1， Acy, ck 线 
性 无 关 . 


4.5 秩 ， 维 数 与 基 


秩 ， 维 数 与 基 是 由 线性 相关 ， 线 性 无 关 导 出 的 线性 空间 的 更 本 
质 更 深入 的 概念 ， 本 节 总 假定 V 是 数 域 P 上 的 线性 空间 . 

设 A,B 是 Y 的 两 个 向 量 组 ， 如 果 4 中 每 个 元 素 可 被 妃 中 
一 个 有 限 部 分 组 线性 表 出 ， 则 称 4 可 被 BB 钱 性 表 出 . 若 4 可 被 
B 线性 表 出 ， B 也 可 被 4 线性 表 出 ， 则 称 4 与 BB 等 价 ， 记 为 
过 ~ 是， 

等 价 具 有 下 三 个 性 质 ， 

1， 反 身 性 : A ~ 4; 

2. 对 称 性 ， 4A~B, 则 BB~~ 和 4; 

3. 传递 性 ， 有 A ~ B,B~C 则 A~ 人 CU. 
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性 质 1. 2 是 显然 的 ， 项 证 性 质 3. 任 取 有 E44. 巾 a 可 被 如 
中 有 有 限 带 分 引线 性 表 出 ， 鼓 有 
Nn 一 Y_ bi, 3; EE BP, 五， 到 P. 
i=1 - 
又 BB 可 被 CC 线性 表 出 ， 鼓 有 


+t 


= Vs eG. Per 


7 二 1 
因 向 
"> (> 全 
j=1 \i=l 
即 a 可 被 CC 中 部 分 辣 景 组 线性 表 出 ， 于 是 4 可 被 CC 线性 表 出 . 
间 理 ，C 可 被 4 线性 表 出 ， 于 是 4A 一. 口 


这 里 ， 我 们 实际 证 明了 : 车 4 可 被 B 线性 表 出 ， 如 可 被 己 
线性 表 出 ， 则 可 被 己 线性 表 踢 . 

定理 1 ( 硅 换 定理 } 设 al，az，...，as 线性 无 关 ， 且 可 被 
并 ， /各 ，...， 扩 i 线性 表 出 ， 出 

1} s<t; 

2) 在 在 eo [2 a 局 使 得 语 量 组 Ql, ..., Os， Diy 

1 等 价 ; 

3) 若 遍 ，B2，...， 记 线性 无 关 ， 则 al，. Qs, jp1, 
B; 也 线性 无 关 . 

证 对 8 作 归 纳 证 明 . 8 = 1 时， a 线性 无 关 ， 即 ai 天 0. 
al 可 被 丙 ，62，..，Bi 线性 表 出 ， 故 t 之 1, 且 


. Ql = fh + Ko + + kt. 


由 al 产 0, 鼓 il，Kz,...， kK 0 不 妨 设 站 去 0. 于 是 


_1 —k: 
已 让 全 lt + + 天 — 
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国 而 好 1 ， 站 3， 二 de 可 被 全 1， jo. "9 Ht 线性 表 出 ， 自然 ， 
人 1 ， 站 = ， Ey 避 也 可 被 dr oy ve 好 线性 表 出 . 于 足 1. Da 
出 与 al 有. .用 等 价 ， 


车 I、: 为 ，.. .3 线性 无 关 ， 则 也 2 总 也 线性 无 大 . 若 
kl 2, vt fn 线性 相关 ， Es Yl] 一 a 于 足 
了 一 


这 与 所 ;Ba ..-， 抽 线性 无 关 耶 慎 ， 确 Ql， 加， ..， 训 线性 无 
关 . 故此 时 定理 成 立 ， 
设 8 一 1 时 定理 成 立 .， 3 时 ， 有 


Cl sls Bj Di 站 Bi 


与 B1, ho, rs Hs 等 价 . 因而 Cs 可 被 C1 1 i Qs 
.， Bi 钱 性 表 出 . 

车 二 5 一 1 ，, 则 Gs 可 被 Ql1，..,.，Qs-1 线性 表 出 ， 这 和 
Q1，...， Qs 线性 无 大 不 盾 . 页 tt 之 s. 

设 

-eol+ Se 
Kk 二 s 

若 bs = bs—1 nS br 让 0, 刚 Crs 可 被 1， el 线性 表 
出 ， 这 与 Cl 1: 5 钱 性 无 英 了 矛盾 ， 因而 b,, ber1, rs br 不 全 
为 和 .不妨 设 bs 关 0. 于 是 ， 由 s == 1 的 情况 的 证 明知 


ly 全 8 Bi "a Hi 


与 Cl sl 局 is | By, 等 价 ， 因而 与 1, 应 ， 2 
Bt 等 价 . 
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间 1 ，j2，...，/i 线性 无 关 . 则 由 归纳 假设 上 al， Qs-1, 万， 
Di， Bj 线性 无 关 ， 仍 由 s = 1 的 情况 的 证 明知 al, .…, as， 
历 , 4 启 ;, 线性 无 类. 

因而 定理 成 羡 . 口 

定义 1 辐 量 给 A 的 部 分 组 A1 若 满足 

1) 41 是 线性 无 关 的 ， 

2) va E 人 4 均 可 被 41 线性 表 出 ， 

则 称 41 是 4 的 极 埃 线性 无 关 部 分 组 . 

定理 2 向 量 组 4 的 任何 两 个 极 大 线性 无 关 部 分 组 等 价 , 且 包 
含 相 园 个 数 的 向 量 ， 此 数 称 为 A 的 秩 . 记 为 rank 4 或 r(A). 

证 设 41，42 为 4 的 两 个 极 大 线性 无 关 部 分 组 ， 由 定义 知 
41, 42 均 与 4 等 价 . 页 43i 与 A2 等 价 ， 由 定理 1 知 |Al| < 
i42|, |A2| < 141|. 故 |A1| = |42l. 品 

推论 ”等 价 向 量 组 的 秩 相等 . 

设 丸 ~ 也 .又 4， 吾 | 分 别 为 4 BB 的 极 大 线性 无 关 部 分 纽 . 
故 和 1 ~ 及 ~ 蝇 . 鼓 和 1 ~ Bi. 由 定理 1 知 | 机 | = 1B1j, 即 
r(A) = r(B). 口 

车 一 个 向 量 组 中 含有 无 限 包 个 线性 无 美的 向 量 ， 则 规定 其 秩 为 
oo. 又 规定 7(0} = 0. 

定义 2 VW 作为 向 量 组 的 秩 称 为 VY 的 维 数 , 记 为 dim VV; V 
的 极 太 线性 无 关 部 分 组 称 为 W 的 基 . 

除去 个 别 例 子 ， 我 们 一 般 讨 论 有 限 维 线性 空间 ， 因 而 ， 我 们 不 
对 维 数 特别 声明 时 ， 总 假定 是 有 限 的 . 

从 上 面 讨论 知 : Y 的 任何 两 组 基 等 价 ， 基 中 包含 dim V 个 向 
量 ; Ql， G2，...， Qn 为 VY 的 基 当 且 仅 当 al，eaa，...，ay 满足 
下 面 两 个 条 件 : 

1) ai，a2，...，an 线性 无 关 ， 

2 VQ EV. a 可 被 Qi，Qz，...，Qn 线性 表 出 . 
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例 1 81, 52,.. .En 是 线性 空间 Pl*x" 的 基 ， 央 而 
dim Pl*"—n. 


例 之 {E, ;|1 < 1 < us 1 7 < nt 是 线 打 宇 | Pm™xn 的 
基 ， 过 和 而 dim P™*"™ = eg 

例 3 1，z, ...、 727, ... 是 线 性 空间 P|z] 的 基 . 因而 dim 焉 加 
一 OO, 


例 4 设 ai，aa，,..，as EW 则 
dim 了 (eol，a2，. .oj = 一 Tal，a2，...，as)， 


且 au aa Qs 的 极 大 线性 无 关 部 分 组 是 上 (Qi G2, .aas] 的 
基 . 

注意 到 ， 天 [al，ca，， ... G5) 与 G1 02，...， Cs 等 价 . 

不 难 证 明子 空间 的 基 可 以 扩充 为 空间 的 基 . 

我 们 将 线性 相关 性 用 于 部 阶 方 阵 . 

定理 3 设 凡 E 了 "xn 则 det A 关 0 当 且 权 当 coliA, colsA， 

.1 COln A {E Pr 线性 无 关 ， 为 P"*1 的 基 . 
证 det A 关 0, 由 Cramer 法 则 知 齐 次 线性 方程 绅 


> zicoli 由 一 0 
i=1 
内 有 和 零 解 。 即 
Tl 一 了 一 … 一 了 一 站 . 
因而 coll 4, colo 有 4 ,.., coln.A 线性 无 关 ， 


到 了 有 i 方程 组 4 大 = BB, 即 DzicoliA = 器 有 有 解 ， 
=1 
故 号 可 被 coll4, colz24，...，col， 妥 线性 表 出 . 因而 coli A, col2 4， 


.colmA 为 P" ”的 基 . 
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反之 ， 进 coly A cols 4 .,., coln4 线性 无 关 ， 几 于 它们 可 被 
55. .5 线性 表 出 ， 帮 用 定理 1 知 coll 4. colaA,..., coln 和 4 
中 的 .等 价 ， 因 此 ， YB e P"**! 可 被 它们 线性 态 出 
故 coll 4. e024 .olwA 为 P"*x1 的 基 ， 特 别 ， 有 


-7 
A 


Sy icol;AA 二 es 1 <i<n. 


仿 
bly bla 7 bin 
x bal ba2 £7 bin 
bal bn2 1 bnn 
i 
半生 二 了， 
即 A 为 可 逆 知 阵 ， 故 det 4 关 0. 口 
推论 设 和 AE€ P"*? 则 亨 次 线性 方程 组 
六 和 一 0 


有 非 零 解 的 充分 必要 条 件 是 det A = 0. 
事实 上 , 上面 方程 织 有 非 零 解 当 且 仅 当 coliA, colz A,..., colnA4 

线性 相关， 由 定 埋 3 知 ， 上 面 方程 组 有 非 零 解 当 且 仅 当 det 4 = 0. 

口 

习 题 

1 求 问 量 组 Ol 一 (1, 1, 1), 人 2 一 (0, 1 1), 3 一 (1, 0, 0) 
与 向 量 组 3B1 = (1, 2 3), do SS (1, 0, 1), Hs = (1, ]， 2 
的 秩 . 问 Ol 2 Ca 与 B1, 应， 1 是 否 等 价 ? 


2 设 Qk 二 (Qk ak3， Qknj 1 达到 之 mm 是 Pl1x* 的 秩 为 
” 的 向 量 组 . 又 


CE = (ak rs Opn os Rm) NR > nl1<kh<m 
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是 PX™ 中 秩 为 s 的 向 量 组 证明 "< 5. 


3 设 碧 ,好 .是 不 同 的 数 ， 及 rr 过 nn， 求 向 量 组 9; = 
(1 的 秩 . 


4 设 Flal， 9Q2，...: 0s) 二 7. 证明， Ql G2 ...， 0s 中 任意 
r 个 线性 无 突 向 虽 为 一 极 大 线性 无 关 部 分 纠 ， 


5 设 rlal. az，...，ams) 一 了. ta ea si 为 ie 
fw 中 "个 向 量 . 且 和 任何 Cry (1 < < 5) 可 被 Ci in re Oi, 


线性 表册 ， 证 其， Ni Ci se nA; 是 41， 92，...，Qs 的 
极 大 线性 无 关 部 分 组 . 

6 EC 和 ra os: .ar) = ro ar earth .ns 证 
明 ， Ql ao Gr 与 al Gr Gr41; as 等 价 . 

? 区 fr0y ea tr 与 全 , 吕 .部 是 向 时 纠 ， 到 小 一 
2 . 25j 试 证 : 
了 天 1 


r(al, CI 。，，。， or = TD、 加 re es 


8 设 02，,..，Qy 是 不 同 的 向 量 . 若 Qj. ay. ,.，， ar 中 的 极 
大 线性 无 关 部 分 组 除 次 序 排列 奸 是 座 一 的 ， 则 


r(ai, 人 * ot). = Fe 1 
且 al，a2z，.…，o 中 之 一 为 0; 或 者 
ra, og, ..., Oo) 一 二 
9 设 Qal as，,…，am EP"xl, 证 明 下 面 四 个 条 件 等 价 ， 
证) Cl 2) ， Cn 线性 无 关 ， 
2) =]， ER -1 er 可 被 1 D2 ro On 线性 表 出 ; 
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3) Ya € PM" Xx! 可 被 G1，Q2，.-..，trn 线性 表 出 ， 
二) tletferl， 人 2 Cn |】 天 0， 


求 下 列 线性 空间 的 一 纽 基 与 维 数 . 


1) 也 "xn 中 全体 对 称 【 反 对 称 ， 上 三 角 ) 矩阵 构成 的 局 上 的 
线性 空间 ; 

2) 习题 3.1 的 7} 中 的 空间 ; 

3) 习题 3.1 的 10) 中 的 空间 C(4) 其 中 4 = (Eny 6 
ER 

4) {f(A)Nf(z) € Rlzl, 4 = diag(1 w, wi), w 三 让 -1 二 
V3)}， 


设 人 ,V2 是 TY 的 子 空间 ， 且 Wi CC Ww. 证 明 dim WW = 二 
dim V2 的 充分 必要 条 件 是 VY] = 


设 Tai， ac Oe) = i Ga i 是 al 9 


as ,的 部 分 组 ， 证 阴 : 
ro ai Ci >7T+m~—s. 


设 Te ， CD + Cs) 一 了 了 1， r{(B1, th, 1 Bi) 二 ?2) 以 及 


TO 二 3 证明 ;maxtr1, 72) 世 
Ts 守 TI 十 Ty. 


试 证 ， 出 空间 自由 人 问 量 构成 实数 域 只 上 的 3 维 空间 中 任何 
三 个 不 共 面 的 向 量 都 是 一 组 基 . 
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4.6 ”矩阵 的 秩 


这 节 与 下 节 将 线性 空间 理论 用 于 线性 方程 组 ， 从 而 建立 完整 的 
线性 方程 组 的 理论 ， 这 节 先 建立 矩阵 的 秩 的 概念 . 

定 交 1 A € PTR TOWIlA， row2A4，...，roWwm 夸 作为 
P xn” 中 向 量 组 的 秩 称 为 4 的 行 秩 , coll4，colz4，,..，col4 作 
为 P™*1 中 向 量 组 的 秩 4 称 为 的 列 秩 . 

例 1 A= Bi B22 二 T+ Err = ( 


秩 都 是 7. 

例 2 4EPPmxna， 4 E P"*™m, 4 的 行 秩 等 于 4' 的 列 秩 ， 
4 的 列 秩 等 于 4 的 行 秩 , 

例 3 A EP"™™*". 则 det 4 关 0 当 且 仅 当 4 的 列 秩 为 n, 当 
且 仅 当 A 的 行 秩 为 ne. 

事实 上 ， det 4 关 0 当 且 公 当 coihil 4，cola4，...，col 4 线 
性 无 关 ， 即 A 的 列 秩 为 n. 又 det4 一 det4 尖 和 0 当 且 仅 当 4 的 
列 秩 即 冯 的 行 秩 为 n. 

例 4 A = (aij) €E P™*" 满足 下 面条 件 ， 存 在 ”， 1 < 
并 二 jo 之-… 之 Jr 达 n 使 得 
1) 12 x 0; 
2) i>r? 时， ii 一 0, 即 rowi4 = 0; 
3) 7 之 庆 时 ，axjy= 二 0， 1 <k<r; 


人 0 ) 的 行 和 与 允 


即 
0 hn pr 1 fj1 
性 二 泛泛 Sa a {2 jo 


站 二 .| 站 


心 
之 
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此 时 称 4 为 阶梯 矩阵 . 


全 的 行 秩 为 7 
事实 上 ， 由 > 时 ，rowi4=0 知 4 的 行 秩 和 六 男 一 方 
而 ， 由 于 kirowi44 = 二 0, 依次 可 得 = 二 0, kz = 二 0,..., kr 二 0. 
?一 1 


于 是 row1A,， row244，...，roww 和 A 是 线性 无 美的， 故 4 的 行 秩 为 
rT. 

在 例 1 与 岗 3 中 盾 阵 的 行 秩 和 列 秩 相 等 这 是 普遍 成 站 的 ， 

定理 1 设 A4EP™*?, PP @ 分 曾 为 m 阶 ，n 阶 可 道 方 阵 . 
则 己 40 与 4 有 相同 的 行 秩 与 列 秩 . 

证 ”首先 证 明 了 PA 与 4 的 列 秩 相同 


colj{PA}= PecoljA. 1<j<n 


于 是 有 
2 col; (PA) = (Dh Col; 4)=0 
当 且 仅 当 
和 Escol; 4 一 >》 kcoljA=0. 
i=1 i 二 1 
于 是 已 4 与 4 的 列 秩 相 同 . 

其 次 让 明 P4 与 及 的 行 秩 相 等 由 已 可 道 ， 故 为 初等 矩阵 之 
积 ， 因而 内 要 证 明 产 为 初等 失 阵 时 ， 忆 4 与 4 的 行 秩 相 等 即 可 . 

并 忆 == Pl 四, 故 PA= 4h,. 得 {rowxA4} = {rowi(PA}}, 
改天 4 与 4 行 秩 相等 . 

若 P= Plile)), c 0. 由 rowi(PA) = rowrA, RA 
rowi(PA) = crowiA, ce lrowi;(PA) = row;A， 硕 得 到 {rowr A} 
与 {rowk(P4)} 等 价 ， 歼 瑟 4 与 4 的 行 秩 相 等 . 

在 忆 二 Pli，j(c))， 于 是 rowkgfP4) = rowiA. 大 尖 Vs 
rowi(PA) = rowiAt+crow;A; rowiA = rowi;(PA)—erow; PA) 
因而 {rowxk 有} 与 {rowk (PA)} 等 价 ， P44 与 4 的 行 秩 相等 . 
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有 最后， 完成 定 蛙 和 的 证 明 ， 包 林道 ， 克 2 也 可 逆 ， 于 是 

AQ@ 的 行 秩 
二 {PAQY 的 列 秩 = 相 P 的 列 秩 
二 (PA) 的 列 秩 二 PA 的 行 秩 
二 4 的 行 秩 

”PAQ 的 列 秩 
二 (PAQY 的 行 秩 = A'P' 的 行 秩 
二 (PA) 的 行 秩 = PA 的 列 秩 
二 A 的 列 秩 


至 此 ， 和 是 引证 毕 . 口 


推论 ”初等 变换 不 改变 矩阵 的 行 秩 与 列 秩 . 口 
定理 2 4 的 行 秩 与 列 秩 相 等 ， 称 为 4 的 秩 ， 记 为 rank4 或 


证 老 4 的 行 秩 为 等 ， 则 4 = 0. A 的 询 秩 也 为 零 ， 反之 亦 


. 设 A4 关 0. 如 果 44 经 过 一 系列 初等 变换 后 可 变 为 E11 十 E22 十 


… 十 忆 . 形状 ， 则 由 定理 1 的 推论 及 例 1 知 4 的 行 秩 与 列 秩 都 
为 7+， 故 相 等 . 


由 有 4 关 0, 可 经 行 互 换 ， 列 互 换 将 二 的 非 零 元 素 换 到 第 1 行 


第 1 列 ， 即 变 为 


bli 本 
: el pl 天 0. 


第 1 行 乘 到 1 各行 【 列 ) 减 去 第 1 行 ( 列 ) 的 适当 倍数 ， 可 变 为 


1 0 ... 0 
0 
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其 中 A1 €E PIDxtn-D 车 四 一 0,) 则 有 = 刀 1， A1l 关 0, 则 
可 对 41 实际 对 上 面 矩 阵 第 2 行 ( 列 ) 及 以 后 的 行 ( 列 ) 施行 初等 你 
换 ， 继 续 下 去 得 


i. 0 
[ee 0) = Bri+t Ba tet Br 


故 4 的 行 秩 ， 列 秩 均 为 口 
推论 1 A € Pmx" 则 rf4) = 了 当 且 仅 当 存在 P € Pmxm, 
WE Pe a 已 可 道 ， 使 


PQ= (1 J 0 


推论 2 4, BE PTY"R 风 r(A4) = r(LB) 当 且 仅 当 存在 PE 
Pmxm,Q € P"x", P,Q 可 逆 ， 使 ; 


PAQ= 8B. 口 


定义 2 设 4, Be P™*" 车 有 PE€ Pm, Qe€ Pr 
PQ 可 道 , 使 P4Q = B， 则 称 4，B 相抵 . (或 等 价 )， 记 为 
A~ B. 

显然 相抵 关系 有 了 以 下 性 质 : 

1. 反 身 性 ， 由 一 44; 

z. 对 称 性 ， 4 ~ B, 则 B~ 4; 

3. 传递 性 ， 4 一 日 B~A 则 A~ 人 CO: 

4.。r(4) = r 当 且 仅 当 A ~ [ Ee 0 ) 称 为 相抵 
下 的 标准 形 . - 


设 AEeP™n 
dl 2 … dn 
4| .2 Wn | eprxn. 
dmi Wm2 mm 
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性 取 2p (Pp < m, P< 71) 个 数 
l < pm lj pn 


将 和 4 中 不 为 条、 和 2，...，ip 的 行 ， 不 为 入 ，j2，..,，jp 的 列 划 去 
得 一 BP 阶 方 隆 ， 其 行列 式 
Qi 记 | ija Qi js 
( 二 a | 站 , 
坟 各 … 训 SU 
Qiph Gipj2 ?Uipjp 
称 为 矩阵 A 的 一 个 pp 级 子 式 . 
定理 3 设 AEP™W*". 则 TI) 一 7 的 充分 必要 条 件 是 4 中 
有 一 7 绥 子 式 不 为 零 ， 而 所 有 7 十 1 级 子 式 全 为 霉 . 
证 首先 ， 我 们 证 明 若 有 


tia 
A( ss 纺 
JJ2 有 
则 r{A} > p. 


上 世上 谍 px 名 矩阵 


TOWwi 六 
TITOWi, 六 
rowi, 44 
出 于 col; B, col;,B, ..., colj,B 2 于 是 r(B) = p, 由 
{rowrB} C frowi4 于 是 有 TI4) > T( 吾 ) = 六 故 r(4) 之 
设 r(A) 一 了， 设 ToOwi A rowis 和，...， 0 为 矶 oe 站 
量 中 极 大 无 关 部 分 给， 于 是 
IOWi, 六 
roOwi, A 
AA a , 尼 Pe 
rowi, 4 
. 219 . 
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月 f(A1) 二 rr， 六 设 coly A Coljs A COA1 为 有 | 的 列 占 
革 中 极 大 线 忻 兆 基 部 分 维 ， 战 
Az = {coly Ai, coljy Al. .... colj, A € P"™". 
H riA2) = 二 =r, 厂 
RR oe a 一 det Azs #0. 
了 1 .82 

藉 站 中 有 Tr 十 1 级 子 式 不 为 二， 则 出 前 而 讨论 知 世人 之 + 二 1. 
入 让 . 

设 A 有 rr 级 子 式 不 为 堆 , 所 有 Tr 十 1 级 子 式 全 为 索 , 设 r44) = 
ri 由 租 面 讨论 知 71 之 7, 且 有 71 级 子 式 不 为 毒 , 但 YP 二 了 十 1， 
由 ?了 十 1 级 子 式 全 为 零 ， 基 所 有 Pp 级 了 式 全 为 村， 喜 7 < 了 十 1. 
因 调 Tl1 一 7， 口 

定理 4 设 AEP™*?, BE Pr?*? 则 


rtAB) < min(r(A), r(B)). 


证 .因为 colj(AB) = 二 Acol)B. 于 是 由 


> kicol; B 一 站 


+ 一 】 


得 和 号 

Ykicolj, (AB)= 4 (> kicoly 3 0. 

t= | + 二 1] 
因 痢 

r{ 4B) < rBY. 
又 
riAB)=rB A) <r(A) = r(A). 

故 定理 成 立 . 
220 . 
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习 是 


计算 下 烈 知 阵 的 秩 . 
0 1 1 -1 2 


0 1 一 1 1 i 


1 1 0 -1 1 
1 -1 2 1 0 
-A 

3 0 6 -11 
0 3 0 0 1 
14 12 6 8 2 

a |5 104 2 9 17 
7 6 3 4 1 
35 30 15 20 5 
11 0 0 1 4 
0 10 2 5 

4) |001 3 6 
1 2 3 14 32 
4 5 6 32 77 


设 BE Pxr, COC € Pr"Xn, rtC) = 六 证明; 
1 车 BC=0, 则 B= 
2) 上 基 BC=C. 则 B= 


证 明 ，rf(4 + B) <r(tA)+r(B). 


设 4 E P"xn， 证 明 r{A) = 1 当 且 仅 当 存 作 a,， 了 < 
P"*x1, a 关 0, 3 关 0. 使 得 A 二 a'3. 且 4? 一 上 A. 


A, B,C, De PP? A 可 道 ， AC = 一 CA, AD= -CB. 
求 A BB 
re pj 
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8 设 AeP"*"r BEePp"*r CePpP™? DeP™r*? 又 岂可 
A BY _ _1 
可 = rp—cCA BB). 


7 设 f44) = 证 明媚 可 忆 表 泵 为 了 个 秩 为 1 的 矩阵 的 和 . 
4.7 ”线性 方程 组 


本 节 讨 论 线 性 方程 组 的 解 的 存在 性 与 唯一 性 , 解 的 结构 及 解法 . 
因 些 而 建立 起 线性 方程 弓 的 完整 理论 . 

设 AEP"*",， Be P"**!1. 于 是 以 A 为 系数 矩阵 ， 吾 为 党 
数 项 的 7 元 线性 方程 组 可 写成 


AX =8B. (1) 
也 可 注 成 
Ticotl44 十 Tacolo4 十 .…' 十 Yacol 4 = B. 
(4 8) = 4 称 为 方程 组 (1) 的 增 广 矩 阵 ， 方 程 纪 
岂 二 一 0 {2) 


称 为 (1) 的 导出 (方程) 组 . 
定理 1 线性 方程 组 (1) 有 和 解 的 充分 必要 条 件 是 


r(A) =r(4). (3) 


证 若 (1) 有 解 ， 知 加 可 被 coll4，colz4，...，col4 线性 
表 出 ， 于 是 {colj4}) 与 {col;A，B} 等 价 . 因而 {3) 成 立 . 


: 222 . 


Maked by freekaoyan.com 


www.freekaoyan.com 


反之 , 若 (3) 成 立 , 则 {col; 4} 中 极 大 线性 无 关 部 分 组 {col;. 4， 
1 之 之 7), 也 是 fcolj4， 吾 } 的 极 大 无 关 部 分 组 ， 因 而 召 可 被 
{colj;A} 线性 表 出 ， 故 也 可 被 {colj4} 线性 表 出 . 因而 (1) 有 和解 . 
| 

定理 2 章 次 线性 方程 组 (2) 的 所 有 解构 成 P"x! 的 一 个 一 
IT(4) 维 子 空间 ， 叫 (2) 的 解 子 空间 . 


证 记 r 二 r(4). 设 Xl!，X2 E P"*1 都 是 {2) 的 解 ， 又 
Rl, kr EP, 于 足 总 六 | 二 AXI 二 0 页 


A{RIXI 二 KX2) 一 天 人 和 1 十 如 4 = 0. 


因而 和 Xl 十 kX2 也 是 (人 的 解 . 又 天 = 0 为 (2) 的 解 ， 所 以 
(2) 的 所 有 解 5 为 也 "x+ 的 子 空间 . 


在 col 4， colzA4，...，coln4 中 取 极 大 线性 无 关 部 分 组 , 将 4 
的 列 与 林 知 数 做 适当 的 同样 排列 后 ， 椒 妨 假 定 为 


Coil A, colaA, ..., corA. 


对 任何 了 > 7?，-ecolj4 可 被 coll 4，cols4，...，col 4 唯一 地 线 
性 表 出 : 


—coljA = > biycoliA. 


4 一 二 
即 有 有 
2》, bi scoliAd 十 colj 4 十 > Qcolk4 = 0. 
t=1 Er 
A 
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央 击 
birrl pb) Tr 十 ~ bl 了 
bs bh, 十 之 b r+ 
态 ! 一 1 ， 不 2 二 0 pe 0 
0 1 
: 0 ] 
0 1 


都 是 {2 的 解 . 显然 及 1， 碟 2， + a 革 线 性 无关 的 ， 这 太 


Or 
(et ey Gry Grrly ony 也 是 (24 的 解 . 故 坟 一 2 Crir 人 i = 


"| 


(0 0 也 是 (2) 的 解 ， 硼 出 col1 A. colsA. 

co A 线性 无 关 以 及 dcol Ar dzcol A 二 本 .Col 和 = 二 呈 基 qd 
di 二 :… 二 di: 二 0. 故 久 二 DeriXs 因 击 让 1， se A 
为 分 的 基 . 即 re 口 


推论 方程 组 (2) 有 有 非 零 解 当 和 且 仅 当 YA) < nn. 特别 ， 和 二 
时 ， (2) 一 定 有 非 零 解 。 吏 = 二 ,det A4 关 0 时， (2) 天 于 地 解 . 
口 

定 尺 1 前 次 线性 方程 组 {2) 的 解 苹 ]， 天 2、 ,于 如 里 线性 
无 大 ; 且 (2) 的 任何 解剖 可 被 它 的 线性 表 出 ， 则 称 避 1， 丑 。， ,.., 民 . 
为 (2) 的 基础 解 系 . 及 一 丰 用 1 十 起 和 十 十 页 站 忆 敌 (2) 的 
通 解 . 

所 谓 基 础 解 系 就 是 解 子 室 间 的 基 . 

定理 3 设 方程 组 (1) 有 解 ， 且 Xo 是 (1) 的 一 个 解 ( 称 为 特 
解 ) 串 (1) 的 所 有 解 有 如 下 撒 式 


上 入 一 有 0 十 让 大 1 十 faX2 十 :十 站， vi: EP, 1 <1<k. {4} 


称 (4) 为 {1) 的 通 解 . 
224 . 
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证 由 AX0o = B, AX;=0,1<7i<k 夺 Yii:EP 
(Xo 二 + 六 1 十 十 夺 和 XR) 二 量 . 


故 (4) 为 (1) 的 解 . 

设 苹 为 (1) 的 解 . 于 是 Al(X 一 Xo0) = 二 BB 一 B= 二 0. 因而 
广 一 Xo 为 (2) 的 解 。 由 站 1， 六 2，...，X# 为 {2) 的 基础 解 条 ， 
页 有 丰 和 也 ,使 入 一 和 0 一 三 用 1 十 十 纹 Xk. 因 面 关 为 (外 的 - 
形式 . 口 

实际 上 上， 当然 4 的 极 大 线性 无 关 列 向 显 组 不 一 定 恰好 是 前 7 
列 ,假设 为 coli A colj4 .coli 4. 余下 的 列 依次 记 为 colj, .144 
coilj 2z 丰 ,colj, 和 4. 于 是 如 同 定理 2 的 证 明 一 样 , 可 将 一 col;, 有 4 
(RK > 7) 用 coli 4，colja4，..….，coU.A 线性 表 出 , 可 得 满足 zi) = 
1， zi 二 0, (> rr, 二 关上 的 解 ， 而 任何 解 都 由 Tj, 4， ，z 交 
的 值 完全 确定 . 对 zj zip .…， 人 Xin 的 性 一 组 值 (2) 有 唯一 
的 解 ， 我 们 称 Ti TH si WE 自由 未 知 量 . 

要 确定 有 的 极 大 线性 无 关 列 向 量 部 分 组 或 确定 自由 未 知 量 一 
般 也 是 困难 的 . 但 车 情 为 Rn 阶 村 道 方 了 泗 ， 则 PAX = PB 有 相 
同 的 解 ， 而且 Pt4B) = (PA PB) 的 列 向 量 与 {4 B) 的 列 向 量 之 
间 的 线性 关系 是 完全 一 致 的 { 见 定理 6.1 的 证 明 ). 因而 我 们 可 以 将 
{4B) 经 过 行 变换 化 简 . 且 一 定 可 以 化 为 阶梯 形 和 矩阵 ， 且 前 r 行 不 
为 守 ， 由 此 我 们 可 以 给 出 人 4) 的 一 套 解 法 . 

一 . 将 (4 吾 ) 用 行 变换 作为 阶梯 形 和 矩阵 ， 


1 1 二 
lozj … 


|ar JIr “ 


[Bt1 n+1 


若 w+lnrH 二 0, 则 (1) 有 解 ， 否 则 无 解 . 
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ll | 


， 确 定 自 由 未 知 量 zj jp) .Tj 
. 求 (2) 的 满足 条 件 


ri = 1, zi = DV, kli>r, ik, 


的 解 : 


k=r7 二 1,..., Rn, 1, No, .. 


A 


四 . 求 {1) 的 满足 zh = 0, r+ 十 1 扩大 苹 兄 的 特 解 六 0. 
Xo 十 tiX1 a ta 一 及 mr 


五 求 出 (1) 的 通 解 ; 
下 丽 举例 说 明 . 
例 1 解 线 性 方程 组 


271 3 
d471 
271 一 


解 “ 将 增 广 矩阵 施行 行 变换 


2 
4 
2 


守卫 
2 人 
字 安 


下 
= 
一 
—1 


十 了 3 
十 573 
十 本 了 3 


3 1 
5 41 一 一 


4 0 


3 1 
-1 2 | 一 
1. 三] 


中 
Le 


由 此 知 系数 矩阵 秩 为 2, 增 六 矩阵 秩 为 3. 故 方程 组 无 解 . 


例 2 解 方 程 组 


201 
十 zj 一 
27] 


解 ”将 增 广 矩阵 施行 行 变换 


2 
4 
2 


" 226 . 


放 2 
2T2 
] 


—1 
一 2 


一 1 4 


十 313 一 二 
十 SI3 


十 4373 二 一 上 


3 1 
8 4 
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H 曙 系数 和 矩 际 秩 ， 增 广 甜 阵 的 秩 均 为 2， 战 方程 组 有 和 解 . 生 第 1.3 甸 
为 极 大 线性 无 关 列 向 量 给 ， 战 自由 末 知 是 为 Tr2. 令 22 二 0, 则 从 


2X1 十 373 一 1， 
es 汪汪 一 2 
求 得 特 租 Xo 和 【772， 0, —2)'. 
由 z2 一 1 及 
下 十 3z34 三 1】， 
一 小 3 = 0, 


求 得 时 出 组 的 基础 解 系 蔷 ; = 【172，1，0 
最 后 得 通 解 


772 172 3(7 二 + 二) 
X=| 0 1+t1 1 |= t | 
| 


即 zl 一 起 (7 十 有 ,各 一 十 gz3 二 一 2,t 任意 . 


回 梧 一 下 $2. 在 空间 取 定 坐标 系 {O; Qa, 8, Y} 之 后 ,一 个 三 
元 线性 方程 
ari+ y+ cz=d (5) 


表示 一 个 平面 *. 此 方程 的 导出 方程 
az+ byt+ecezs=0 (6) 


则 是 通过 原 操 OQ 的 平面 fi. Tl 与 7 平行 . 
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不 妨 设 a 关 人 0. 于 是 (5). {6) 的 白 由 未 知 明 可 选 为 y，>. 因 向 
(5) 的 基础 解 系 为 


一 ba 一 Cj/a 
1 ) a 3 = ( 0 ) 
0 1 


二 是 有 点 已, 己 使 OP; = Xi, 1 二 1 2 因而 fi Hi OP1, OP 
或 品 ， 户 ， 广 确 古 ， 
令 y 二 z= 二 0, 求 得 (5) 的 一 个 特 解 Xo = (dfa, 0. 0). 于 
是 有 空间 一 点 马 使 吕 Po 二 关 o. 7 则 是 通过 太平 行 1 的 平面 . 
Pex 则 存 
OP ~ OPo + tO0P1 + t20 Py. 


如 下 图 : 
过 
A PP 
从 上 而 讨论 知 通过 原点 的 平面 可 以 看 作 及 3x1 中 的 2 维 子 空 


间 ， 反 过 来 ， 假 定 世 是 R3X1 的 一 个 2 维 子 空间 ,到 基 页 ,52. 在 
空间 取 点 Q1，Q2 使 O09; = 1 由 页 ， 可 线 社 无关 ， 故 GD， 与 
OQ 不 共 线 . 令 mm 为 由 口 ，@1，@a 确定 的 平面 则 @E ze 当 
且 仅 当 

OO 一 zlOG@) 十 zaO0。 = 了 T101 十 X20o. 


即 U 可 视 为 通过 原点 的 平面 72. 
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习 题 
解 线性 方程 给 
人 十 芭 了 3 二 一. 
1) 27T1 二 3 一 2r4 三 1, 
十 Xo 二 2X3 三 3, 
十 2x 一 dr 一 1 . 


Di 十 3ra 十 5 一 dr 一 一 上 ， 
TEL 十 3ro 二 2r3 一 204 二 25 一 二 
XT] 十 2223 二 3 一 T1415 二 一], 
了 | — 2 B74 CO— 4 — 5 = 3, 

T1 一 47ra 十 dr 十 dd 一 了 5 一 过 ， 


AT1 za 十 373 = 1. 
: ATr2 十 Ty = 十， 
To 十 Ad 一 1. 


UT 十 dx2 十 8Q373 二 C&C. 
&372 一 60283 = A 

一 2321 十 alz3 一 如 
要] 一 一 bs, 


27] 十 2 一 3373 二 TT4 二 1 
$371 — 2r72 + 274 — 374 = 2, 
5T1 十 Ta T3274 二 一 1, 


271 — 2 + TX3 — dr4 = 4. 


5) 


省 1 十 22 十 2 十 2 十 和 5 一 咱 ， 
JT]1 一 273 十 2 十 了 4 一 335 一 几 ， 
7T2 十 273 十 274 十 605 = 0, 
571 十 rs — 373 + 2x4 + Gxs = 0, 


6) 


Tl 二 Yi 一 374 一 25 一人 0， 
x1 一 了 3 二 2283 一 了 4 一， 
471 一 2r2 二 6ra + Bra — 47x5 = 0, 
271 十 4r2 — 273 + 474 ~ ?7x5 = 0, 
7Z 一 4raz 二 3z3a 十 2d 一 T5 一 3 
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2 设 线性 方程 给 
多 “akjz7 二 由 荆 芝 四 所 入 一 ] 
j=1 
的 系数 牛 阵 为 4, 划 去 4 的 第 t 询 所 得 失 阵 的 行列 式 为 Mi 
证 明 : 
1) (MN 一 M2，.,.，( 一 1)”Mn) 是 方程 组 的 解 ; 
2) 车 fA) 三 于 一 二 则 方程 组 的 通 解 为 


tM — Mo, (1) Mn,). 


3 设 go 关 0 为 线性 方程 纪 4X = B (B 于 0) 的 一 个 解 ， 


71，12，..-， 六 是 导出 组 AX = 0 的 一 基山 解 系 . 令 “1 三 
0，72 一 加 十 9 、 TH 三 十 以. 证明: 
1) Yt 线性 无 天; 
2) nh 为 4 汪 = 二 BB 的 解 当 且 仅 当 
t 十 ] 十 1 
六 一 Wy 》 ui=1. 
Wl t=1 


4 设 AEP"*"*, BEeEP"™*? AB=0. 则 r(A)+r(B) <n. 
5 设 AEP”*** 有 是 42= 了 . 则 rC4 二 人 十 TCA 一 也) 二 nn. 
6 设 AeP**" 有 是 起 = 4. 则 r(A)}+r(4 一 hh)=n. 


7 设 4EEP "(n> 2). 证 明 ;: 
n, 当 r(A) =n; 
1) rt(A*) = | 1， 当 r(A)==n 一 1; 
0， 当 r(A)}<n-l. 


2) n> 2 时 有 (4")* 一 14jn-24， 
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8 设 A=(w ER 证 明 


1) 若 |ais|> Nayl, 1 <i<n, 则 TAI#O0: 
了 


2) 车 Qii > > |6ijl, 1 过 ii 芝 my 则 |4 > 0. 
i 


9 给 出 R23Xi 的 一 维 子 空间 的 几何 解释 . 
4.8 能 标 与 基 变 换 


本 节 将 一 般 线性 空间 中 抽象 的 问 量 及 其 运算 具体 化 为 矩阵 的 相 
应 运算 ， 先 引进 一 些 本 语 . 

设 Si，52 是 两 个 集合 .上 是 31 到 52 的 一 个 映射 即 对 9 
中 和 任 一 元 素 a, 按 Pp 给 的 规则 有 32 的 一 个 元 素 与 4 对 应 ， 记 
a = fa)， 

如 果 &a 关 5 时 ， pa) 关 P(), 称 p 是 一 一 映射 

如 果 Ya' E S52, 存在 a E S1 使 得 w = wla), 称 ww 是 满 映射 ， 
或 说 六 是 51 到 So 上 的 鼎 射 . 

如 果 wp 既是 一 一 映射 到 是 满 映 射 ， 则 称 yw 是 一 一 对 应 . 

如 果 风 是 Si1 到 SS2 上 的 一 一 对 应 ， 那 么 由 0 € Sz 有 唯一 的 
acESI 使 得 @ = yw(a). 这 时 得 到 32 到 3 上 的 一 一 对 应 p-1， 
2 (ae) = Qa， 我 们 称 w-! 为 p 的 道 映 射 ， 于 是 pl1(efo) = 
a Ya € 31. 同样，p(yw-(a = a'， ve € 各. 因而 w 的 道 有 映射 
(p77 ) = yp. 

下 面 将 抽象 的 线性 空间 具体 化 . 

定义 1 设 VWV 是 数 域 记 上 的 维 线性 空间 ， al aa en 
是 VY 的 一 组 基 . A EV, 有 唯一 的 数组 321, ZT2,.…., Yn 使 得 六 = 
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= TiQi. 我 们 称 


二 上 
+2 局 p"™*i 
Tn 
六 齐 基 1， aa ...， Om 下 的 法 标 , 记 为 
1 
x2 
crd(d: a A2...., tn) 一 
dn 
在 不 湛 洋 时 也 记 作 crd;3. 
取 定 太 的 持 G1 G2 .Qn 后， 下 中 同 最 与 其 举 标 疗 有 下 
而 一 些 性 质 . 
1. 31 i 当日 羽 当 CTd 1 一 CTO 2， 


Tl 


2 WX 一 ; |, 存在 叭 一 的 了 EV 使 得 crd3 二 XX. 


Tn 
3. crd(Bi + 2) = crdB t+erdid, VA, fo EV. 
4. crd(k3) = kcrdB, vi EP, SEV 
5。 VW 中 向 量 组 为 ，B2，.….， 启 线 性 相关 当 且 仪 当 


crd31, crdijs, ..., crdir 
在 P?x1 中 线性 相关 . 


这 玫 个 性 质 都 很 容易 证 明 ， 仅 以 性 质 5 为 例 来 证 明 . 
设 31, ts, "ay Bx 线性 相关 . 则 有 不 全 为 零 的 i+ To 证 天 


kk 
EP 使 得 二 mi = 0, 由 性 质 3, 4 知 


大 [9 
> zicrd 记 = crd (> =] 一 crd0 = 0, 


1 一 】 一 
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艳 crdi 引 .crdjs， .crd. 承 线性 相交， 
上 
反之 , 若 XT1. IT2, .TRE 也 不 全 为 志 , 且 = 二 0. 
则 
k 下 
crd (> 8) = ricrd3, 0. 
;一 1 i=1 
[9 
因而 ri9; = 0. 口 
z 一 上 


从 定义 1 及 尾 质 1 至 性 质 5. 我 们 已 经 在 到 P**! 之 癌 建 
将 了 一 一 对 应 ， 时 一 crd3，H 3 十 一 》crd3 十 crd” ( 称 此 映 
射 保持 加 法 ); Ka 一 kcrda ( 称 此 映射 保持 向 晶 与 数 的 乘法 ): 线 
性 根基 组 对 应 线性 机 关 纪 ， 线 性 开关 组 对 应 线性 无 关 纠 ， 于 是 ， 可 
以 通过 PP"x1 的 宪 质 来 完全 描绘 Y 的 性 质 ， 这 样 就 把 VY 具体 化 为 
到 <xt 

以 后 、 我 们 使 用 下 而 符号 是 方 使 的 . 取 定 玉 的 基 al 02、… 


Gn BEV. B= Tai 因而 crd# = (x1， zz， .Tn 我 们 
t=] 
| 
To 
8B 一 (a1, Dy, 9 Qn) 
人 


= (al，a3，.，anjcrd(5; a1, G2, ,.., an), 
或 简单 地 {以 不 引起 混 活 为 原则 ) 
B= {a 2, ...: Qn)crdp. (1) 
如 果 Bz， .,.， Pie EV., 又 crdBj = Xj. 则 可 记 


{B81, po, re Bk) (2) 
= (ts Oo ，，， Qn) (XL1, 这 2， + 八大) 
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kk & 
如 果 中 = 可 bj9;. 则 crdB 二 亲本 XX; 或 
;=1 j=!1 


bi 
bo 
crdi3 = (Xl1, X2, ， 半天 
br 
因而 
bl 
bo 
过 一 (B31, Ba, "rl 大) : 
bx 
bl 
bo 
[al、 2 -1 Qn)(X1, 从 2， 二 Xk) : 
bx 


下 而 讨论 同一 向 量 丰 不同 基 下 举 标 间 的 关系 . 

定义 2 设 alya2 .Qn 与 访 ) rp, ...,， 抽 是 Pn 
维 线性 空间 Y 的 两 组 基 ， 设 记 在 Ql，Q2，...，Qrn 下 的 举 标 为 
47， 即 


crdt m1，a2，- ..，anmj =1J;, 1 <jj<n. 


则 称 和 矩阵 
{1， 1», * 1 4») 


为 从 基 Rl C2 ro Cn 到 基 i Ba, a 1 的 过 渡 和 矩阵 ， 记 为 


ee 
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用 前 而 的 符号 ， 我们 可 以 写作 


定理 1 讼 Cl: O22 re tn 与 31， ja, rn Bh, 者 是 线 尾 空 
间 VW 的 某 . 及 YEV. 则 


crd{(y: Qt G2, 1 On) (4) 
CY1 Lk 避 rn 2 
三 了 4 3 9 pe 站 
(加 并 rd; Bh | 


证 由 (1). (2) 及 (3), 有 


了 一 (aly G2 Onjcrd{y; aly C2, ,1 Qn) 


> (81, a, i Bn}erdly; 1， Bo, "i BD) 
Ci ... 2 ) | 


> (aal， 全 2 an)T (Po _, 所 
crd(”y; A Hz, a Bn). 


因 向 定理 成 立 . 口 
定理 2 设 al ao .an DB RI, Ya Yn 
为 W 的 三 组 基 ， 则 


th en (5) 
YL 2 Yn 
一 了 ee， 上 
en YL TY Yn 
证 ”由 定理 1 知 


crd{(~yj; Ol C2 Qn) 


1 C2 和 Dr ) crd(i 应 ， ha, 站 Hn). 


: 235 : 


Maked by freekaoyan.com 


www.freekaoyan.com 


因而 定理 成 立 . 本 
Ct CF on 1 2 
推论 | 
这 是 因为 
OL OA2 -.. Qn 2 
gb D2 : pd {Yo 
sw C2 。，， 2 
Ol Oa .pn 
= 
之 故 . 
例 1 求生 = (ai, aa，...， tn) EPEPIxn 在 基 
al = {1, 4, ls 
aa = {0, 1,..., 1). 
Qn = 0, 0D, 1) 
下 的 坐标 . 
解 a 在 基 
=1 一 【1， 0, 9 0), 
sz = (0, 1, 0, ..., 0), 
en = (0, ' 0, 1) 
下 的 坐标 为 (a1, 2 + an) 而 
1 0 
TS 全 各) = 1 1 
El] E23 +:, En 记过 
1 1 


Maked by freekaoyan.com 


www.freekaoyan.com 


于 是 
crd{a: Ar, G2. .... Gn) 
好 1 
-7 (% fta ，，， 2 
ET ED 4, Ep : 
dn 
1 0 0 | 并 |] 
] 1 0 2 
1 1 ] On 
他 了 
| 
位 于 一作 和 一 
例 2 在 了 PIx4 中 丰 基 Ql, ...,， G4 与 印 、 sa 
al ={l111), B11 = (1101), 
a2=(11—1 -1), 2 = {2131), 
aa= (1 -11 -1), Ss=(100), 
cj 一 人 一 1 一 113， Ba=(01 一 1 一， 
求 | Q2, O33, -a 
ad, 0», 记 ， Ba 


解 在 PX 中 取 基 &1 二 (1000), ez = (0100), es= 
(00 1 0), ea= {0001)., 于 是 


| 2 C3 > 

Bi Ba Bs Ba 

=T(® C2 G3 a En9 £3 
EL E2 E3 Ed di to Ba 


=7T( E1 £2 E3 E4 | 
Ql Ga2 Q3 ad Bi BG Ba fh 
.237 . 
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1 1 1 1 /1 2 1 0 
1 1 -1 -1l 1 1 1 i 
~ |1 -1 1 -1 0 30 -1 
1 -1 -1 1l 1 1 0 一 | 
3 7 2 一 | 
1 | ] 1 2 3 
了 |-1 3 0 -1 
1 -1 0 一 
习 题 
1 在 Plx4 中 , 求 工 (各 各 全 全 】 及 a 在 指定 基 下 的 学 标 
7 732 3 TH 
El1 一 El 一 人 00, 0h) 71 = (2, l= 1), 
1) £2 = e2 C= {0,1,0,0), n2 = (0, 3, 1, 0), 
ta = £3 = (0, 0, ti, 0), n3 = (5, 3, 2, 1), 
é4 一 上 4 一 (0， 0, 0， 1), TH4 二 = (6, 6, 1， 3)， 
crd{a; mm, m2 3, 4), 0Q = (ZT1, ZT2, T3, XA). 
£1 = (1, 2, —1, 0), “nm = (2, 1, 0, 1), 
2) 62 = [ll ls n2 = (0, 1, 2, 2), 
ks = [al 2, 1, 1 73 二 (一 2， 1, 1, 2), 


£4 一 (一 1， = 0， 1 14 一 (1, 了 二 5 2 


crd{a; 上 名， 和 &4), a = (1,.0, 0, 0). 


2 抽 Ql， C2 .an 与 及 ， sh ee 都 是 的 基 . 试 
求 存在 a € VV a 关 0 使 得 crdlai al, oz, ...， an) = 
crd(Q; 局，Bo，...，Bn) 的 充分 必要 条 件 . 


3 证 明 下 面 四 组 多 项 式 


Si1: 1,%, ..., 2™ 1; 
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S2; 1, Id, ..., [z 一 om 一 


Ss: fe), FT) FD (2), 
(deg FT) = no— 1); 
4 : TI(z ~ a;), [1 (zo;), 
Jj] jz2 
本 ] cc - om)， 
j¥n 
(i 关 j 了 有 ,Qi 关 Q&f 1 jn) 


都 是 Pzls 的 基 ， 并 求 从 第 一 组 基 到 第 二 ， 三 组 基 的 过 渡 知 
阵 即 工 。 ) (a) 及 从 第 四 组 基 到 第 一 组 基 的 过 渡 算 


4.9 和子 空 间 


在 33 中 已 经 介绍 了 线性 空间 的 子 空间 的 概念 及 子 空间 的 和 与 
变 , 本 节 将 更 进一步 讨论 子 空间 的 性 质 . 先 列举 一 些 较 明显 的 性 质 . 

1。 设 W 是 线性 空间 V 的 子 空间 . 则 WW 的 基 Ol +.， 
ar 可 扩充 为 了 的 基 al .ar，ar+1 Cn 

事实 上 ， 在 了 中 取 一 组 基 记 ， 记 ，.……，Dn, 由 替 挽 定理 ， 有 
Ql a 与 等 价 ， 且 线 
性 无 关 .， 故 为 Y 的 基 . 口 

2， 若 所 ， 人防 ， 钨 都 是 六 的 子 空间 . 则 有 杭 门 从 = 了 m 人 ， 
WNWenW) = (WNW)nW. 由 此 知 NWN…nNV, = 闪 洲 


也 是 了 的 子 空间 . 
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又 有 三 十 多 二 人 十 Vi 十 (1 十 VW) 二 (V1 十} 十 生 
因而 态 十 他 十 -… 十 全 二 也 是 玉 的 子 空间 ， UD 
当 ， 设 VY1， Ta 部 是 的 也 空间 . 则 下 面 三 个 条 件 ， 1} Wi CC 
让 田 中 十 仿 二 钨 ,3 VNAW 二 名 是 等 价 的 . 口 
4， 设 入 ,3 霖 古都 是 六 的 子 空间 . 
基本 CV, CWT CWANY. 
2) 车 证 MW + 口 
定理 1 设 久 .V2 都 是 的 子 守则， 则 


dm + V2) = dim Wi + dimV 一 中 ml MN Vo). 


证 设 qmP 一 si 一 1 dim(WIN VW)=r 

在 VN Vs 中 到 基 al，a2，,，:.，ecr 

将 al, az2, .or 扩充 为 说 的 基 al Qr, 8 . 

将 al， ca: .or 扩充 为 扫 的 基 1, .ary 31 34 

吉 aEt+y 则 有 Eva3EO2 合 得 aa 一 有 上 7 而 上 六 与 
了 可 分 别 被 al， ，ar: 记 +1 1 
线 桩 表 出 ， 融 a 可 被 Qi ..., Gr) 所 1，. 
线性 表 出 .又 ai, 记 ， Yk E Wi 十 信 , 玲 


1 Orr. 站 1， 时 里 于 “和 


1 后 ri 


Wi 十 Ya 王 工 (no1. nr Pry Bs, TYr 十 19 -+ 5 


设 有 Thy sy Tr rel es Way Zly + weP 使 


Dio + > yj + 3 zkYk = 0. 


了 + 十 1 上 =r 十 1 
因而 
8 r i 
», yi; = 一 ziai 一 2 ZpYEk E VM Vs, 
I 二 7 十 1 1 一 1 点 二 + 十 1 
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1 N Vo 的 基 为 Ql1， 02,， .Or 故 
要 Tr 
> 3; = Dxias. 
J 一 7 十 1 一 1 


出 OQ Cr 1 re 3, 线性 无关， 知 


了 - eR 
和 


r t 
2206 十 为 ， 2 人 一 0， 
i 二 


下 一 六 十 主 


表册 Ci Ors TI re + 线性 无 关 ， 知 
T1 一 :… :一 2r 一 zt 一 一斑 一 小 ， 


丰 al， :rr Cr (ts ry ss 二 rs 线性 无 大 ， 为 乓 十 了 
的 基 ， 于 是 


dim(Vi + VW) = dim Vi + dim WW — dim(Vi N V2). 口 


推论 车 dim 碑 +dmyz>dmy. 则 矶 几 友 夫人 0). 
这 是 因为 dim(Wi 十 13) dim 故 


dim(VINT) = dimWi +dimV -dim(ti++)>0.， 口 


定理 2 WW，V2 都 是 Y 的 子 空间 ， 则 下 面 四 个 条 件 等 价 . 
1) ViNT = (0). 

2) dim(Vi + 3) = dim Vi + dim 1. 

3) Ya € 本 十 似 ，a 的 分 解 式 


全 一 站 十， BeW, YEYs 


是 唯一 的 . 
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4) 3EeVWV,yeEl, 有 B+yY=0.WM3=yY=0. 

证 人 首 访 二 (0) 也 就 是 dmly myai = 二 0, 出 定理 1 知 1) 
与 2) 等 价 . 

1) 一 > 3) 设 有 Qa = 38 二 = 二 站 二 1B BLEW,7Y, TET， 
十 是 必 一 让 二 一 1 EN 人 NNW = (0). 因 击 六 二 刘 ,7Y 二 1 即 

3)=> 4} 0 = + BEV, YE XO=0+0,0€ 
日生 Y2. 由 分 解 崔 一 性 知 3= ”= 0. 

4 地 1) 设 AeVWNnW. 大 -3eEWVWnNW 疝 0= 
二 (2), B38EW, 一 3€E 1 于 是 8=0. 豆 WN 站 VW 二 {0}. 口 

对 于 适合 定理 2 的 条 件 的 两 个 子 袜 间 仿 , 让 之 和 访 十 语 称 
为 所 与 仿 的 直 和 , 记 为 辜 十 人 访 或 WW 丘 和. 

定 尽 1 设 从 ，W9，...,，VWs 都 是 线性 空间 Y 的 子 空间 .又 
二 让 十 记 十 … 十 WW 如果 a € WW 的 分 解 

= 二 Tas :+as, EW, li<s 
是 唯一 的 ， 出 称 ww 是 人 ， Y2. 在 Vs 的 直 和 . 记 为 
丽 = 丙 二 册 十 十 大 或 下 = 在 昌 册 由: 币 用 

定理 3 设 仙 名，...， 八 为 线性 空间 六 的 子 空间 . 又 W = 
谋 十 区 十 … 十 全 旭 下 面 四 个 条 忻 等 价 . 
1) W = Wi iV 

剖 
2) a EW ti<t<5 且 人 oa 一 0 则 ai=D01L1<i<s， 
4 一 1 
3) VN W=(0),1<i<s. 
i 
4) dimW = dim VW. 
#4 二 1] 

证 方法 大 致 与 定理 2 的 证 明 方 法 一 样 . 读者 可 自行 完成 . 口 
推论 车 多 = 从 十 了 同 二 十 {a 所 了 过 mi 为 饥 的 
则 {ey eg Co a Ty sy Oy ray as } 为 W 的 


虹 由 
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虽然 {Qi,， 1 所 了 所 mi, 1 之 i 8} 生成 全 ， 又 出 贡 知 
dimW = 完 ri 故 {ai, 1<j<nm1<i<sj 为 WW 的 基 . 
=| 口 

习 是 


t 求 出 向 量 组 fei 计 19 分别 生成 的 子 空间 的 交 的 基 和 各 维 数 . 


1) 区 (1, 2, 1 0), 1 了 (2, 一 1), 
J 1, 1, 1), lB =(1, -1, 3,7). 


2) 人 1 一 {1, 1, 0), D1, Ee = (0, 0, ], ), 
az=(,0,1,1). l=(0,1,1,0). 


Gl = (1, 2,—1, ~2), P= (2, 5, -6, -5), 
3) C2 一 3， 1, 1, 1), T 1 之 -7 3). 


2 设 oa]， C2 -3 nr 与 让， ta, ge 0 中 两 个 线性 
无 关 组 ， 则 


L{o, Oa, .,., oz 们 去 28， Ba, ,,., 8) 
= {Qa a2, .., Gr)XI|AX = 0}, 


0 6 E 了 Cr Xi € Prx1，Xa € Px 
2 


有 = (ai, Ar 站， tt 及 


3 玫 是 数 域 生 上 线性 空间 Y 的 子 空间 . 称 dim VV 一 dimW 为 
W 的 余 维 数 , 记 为 codim W', 斌 证 : 若 codim W > 0, 则 有 
余 维 数 为 1 的 子 空间 Wi, 使 得 W = 站 WW 


4 设 上 Ya 是 有 限 维 线性 空间 YY 的 子 空间 . 且 dim(Vi 十 VW) = 
dirnl NT)})+ 1. 试 证 谍 十 和 二 仿 或 人 十 二 号 . 
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5 设 Y 是 一 个 线性 空间 . 证 明 不 存 夺 了 竟 子 空间 看 3 To, 在 3、 
计 4, Ws 同时 满足 下 而 四 个 条 件 . 
了 这 天 于 时 ， 1 天 再 了 
2) yl 和 ij 二 5 TH TDmH7 仍 而 这 五 个 子 空间 之 
中 ， 
3) I C Hac cc Ws, WC Ta Cc Ws. 
4) 2 与 开 4 Ts 与 Ha 之 间 无 包含 关系 . 


6 设 是 PP'x™ 中 征 零 子 空间 .Qa 二 (a1, 92; ...,， Qn} Ef. 
当 aF0H, ag2:an GAO. dim = 1. 


7 设 从， V3 分 别 是 齐 次 线性 方程 组 21 十 22 十 -Tn 二 0 与 
了 一 Ti 一 0 1 之 2 这 n 一 1 的 解 空间 . 则 PlX" = 到 十 全 


8 设 V= Vt-…+V, Vi= Wt.+Vin, ll <i<r. 
试 证 
V = Wt + 二 TV 
A 
9 设 位 ， Va, 为 WV 移 子 空间 . 全 一 人 十 人 十 十 友 
为 直 和 当 生 仅 当 NV 十 二 十 Wi) = {0), 2 去 这 5， 


10 设 5，4， 了 分 别 为 P"*" 中 对 称 ， 反 对 称 ， 上 三 角 方 阵 构 
成 的 子 空间 . 证 明 


1) PEnmxn 一 SAA: 
2] Prxr 一 AiT. 


11 设 玉 (1 <i<s) 为 V 的 真子 空间 则 上 大 关 六 
t 二 1] 
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4.10 商 空 间 


商 空 间 可 以 看 成 是 悍 数 ， 多 项 式 等 代 狼 体系 中 同 余 类 的 概念 的 
推广 ， 也 是 线性 代数 中 的 重要 的 概念 ， 
定 兴 工 设 站 是 煞 感 下 上 的 线 姓 军 间 下 是 站 的 手 空 间 . 
设 ,gaETP 且 aa- 有 ET 下 则 称 a: 妃 横 人 同人, 记 为 
0 天 了 inodTT 7 )， 
VW 中 所 有 与 a 问 余 的 向 盟 的 集合 
在 二 1 让 三 afmodH )} 


称 为 m 模 入 的 同 余 类 , 类 中 任 一 向 量 称 为 此 类 的 代表 . 

例 1 设 了 = 了 zj g(x) #0. 令 下 一 1 = {h(x) E 
P[*] | 9(2)|h(z)} 是 站 的 子 空间 . 显然 ay 3 EV a= 8(modg(x)) 
当 且 促 当 ea 三 (modlT), 且 {313 三 afmody(z)) = {313 三 
afnodI 7)} 口 

此 例 说 明 线 性 空间 中 间作 ， 同 余 类 概念 是 多 项 式 中 同 仿 ， 同 俱 
类 概 念 的 推广 . 

例 2 在 空间 中 取 定 标 架 {OQ; a, 8, Y}. 于 是 六 QY 平面 7 


出 


-Ce 


当 且 仅 当 5 = cl. 因而 a = (: 


可 看 成 R3*! 中 子 空间 W = | 


) 的 模 W 的 同 余 类 & 的 图 形 是 


€ 


D 
通过 (°) 平行 7 的 平面 m1. 好 下 图 . 
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人 
容易 验证 同 余 及 同 余 类 有 以 下 性 庄 . 
1,. a 三 oa(modit). 
2， 若 a 三 BlmodW), 则 = a(modW). 
3， 若 woE= pmody 8 = 7y(modWY 则 
"三 YY{modW). 
4. 日 EY. 区 一 厅 当 且 仅 当 区 门厅 天 由 当 且 仅 当 ea 三 
StmodW). 
事实 上 ， 只 要 注意 到 a 一 4 二 0; 23 一 a= {a 了 ,a7Y= 
(a 一 和 B 十 (8 一 7) 则 钴 性 质 1 一 3 成立， 
GG 二 自然 GN 站 设 YEaNnma. 于 是 a=7Y(modW). 
8 三 YmodW)， 故 a 三 Bl(modWIY. 车 a 三 PB(modW})， 则 
?+ 三 afmodW, 当 且 仅 当 三 B(modW 7Y. 于 是 a4= 6. 口 
性 夺 4 说 明 两 个 同 余 类 或 者 相等 ， 或 者 不 相交 . 
定理 1 设 全 是 Y 的 子 空间 , 又 al, 房 ， az EV,kEP. 
有 ai BmodW), 1 = 二 1，2. 则 


+ os=B + BmodW). 
ko = kA (modW). 
证 由 Gi 一 六 &€ Wi 二 1, 2, 故 
{ait az) — (B+ B= a1 ~ H+ (a2 — PB} ewW, 
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ko ~ kB 一 大 (al 一 BE 于 


因而 十 理 成 芯 . 口 

定理 2 设 VW 是 数 上 咸 P 上 的 线 特 空间 ， 下 是 1 的 一 个 子 
空间 .以 YATT 表示 Y 中 元 素 模 开 的 同 余 类 的 集合 . 存 WAIE 中 
定 浆 书法 和 纯 星 来 法 如 下 : 


到 十 厅 一 总 十 可 va, BevVvi/H, 
k= koa, ve ViWd, keP. 
则 VATE 构成 数 域 P 呈 上 的 线性 空间 ， 称 为 WW 对 放 的 商 空 间 . 
证 首先 证 明 上 述 两 种 运算 定义 的 合理 性 . 由 同 侠 性质 4 及 十 
理 1 知 二 6 六 = 二 时 i 二 + 记 = a 二 孝 加 法 是 交合 
理 ;， Kai 二 Ra. 故 纯 虽 乘法 合理 ， 
余下 验 让 上 述 两 种 运算 满足 线性 空间 的 八条 件 . 仅 举 两 条 为 例 . 


(十 万 十 也 
= 十 帮 二 了 一 (a 十 DB 二 7 
二 a 二 + (8 二 + 二 十 8 二 7Y 
=&+ (8+7) 
kla + 8) 
=k:.a+2= ka++a) 
= ka Ri = kat kp 
= ka + kG. 
余 者 读者 可 自行 验证 . 口 


定理 3 设 Y 是 数 域 PP 上 有 限 维 线性 空间 ， WW 是 WV 的 子 
室 间 。 则 
dimV/W = dimV — dim W. 
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证 设 dn 三 n. ddim 二 大 ,将 鱼 的 基 my ac 6 
扩充 为 玉 的 基 al Og aksl On A EV,0 = 2 
1 二 
寺 向 


OQ EEGREI + 二 nan (nodIt}. 


本 是 
i 一 Ti 
1 一 友 十 ] 
EIA ear En 全 2 Taj = rj 
I= 十 1 J= 上 十 1 


二 0. 换 何 证 说 2 Tjnj &€ 外. 寺 遍 有 
J 


= 上 上 -11 


tr k 
» Tiai 十 > ya = 0, 
J=t +] 1 一 ] 
艳 
< 大 十 1 :+ Tn 二 WI 一 … :一 了 下 三 小 , 
即 G4 .Gn 为 VAY 的 基 ， 于 是 定理 成 立 . 口 
习 是 
1 ”在 空间 取 定 标 架 {0O; a，3, Y}. 直线 QZ 轴 可 看 成 bf RR 
0 、 
的 子 空间 Wi = QaEe nl 试 给 棋 矿 移 向 余 类 一 - 
个 几何 解释 . 


2 设 f(x) € Plzx], deg f(r) a n>1. 令 = {f(x)) = 
{g(z) €E Plz] | f(z)lg(z)}. 试 证 dim Plz)/ (f(r)) = 7n. 


3 设 于 是 线性 空间 六 的 子 空间 .6G 为 a 模 钱 的 同 余 类 ， 坛 
捞 G1 七 侣 当 和 县 仅 当 看 在 BE WW 使 得 a 二 立 十 六. 
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注 ” 村 此 ， 我 们 将 5 记 作 a 二 全 = 二 {a 十 3 引 3ET} 并 称 为 
a 关于 下 的 陪 集 (或 屏 集 }). 


4 设 10. Ta 十 的 子 空间 ， 又 9， B83E€V 使 得 a 十 计 | 二 
+ iyz, 则 Hl = ig. 


5 设 HT .FT 是 VW 的 子 空间 ， a EW. 则 和 门 (a 二 
t=] 
1 =at fT 
i=1 
6 AEP"n BepP"Yl Vi={X EBP = 0). 


5 为 4X = 昌 的 解 的 集合 ， 试 证 : 或 前 5 = 一笑 或 首 存在 
KoEP" Xi 使 S= go+T1i. 


4.11 ”线性 空间 的 同 仿 与 同 构 


本 节 我 们 将 有 有 限 锥 线性 空间 分 类 .为 此 ， 先 介绍 轴 射 的 磁 积 . 
设 了 是 3 到 .52 的 轴 射 ，9 是 52 到 3 的 机 射 我们 可 定 
尖 S51 到 53 的 映射 gf 为 
go = g(f (a)), va E 91 
9 了 称 为 8 与 了 的 积 .下面 为 其 示意 图 . 


ed 


从 、| 


3 
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显然 ， 映 射 乘 积 有 下 面 一 些 性 质 . 

若 9g、j 都 是 一 一 的 ， 则 gf 了 也是 一 一 的 . 

若 9 者 是 满 的 ， 则 gf 也 是 满 的 . 

车 g. 了 都 是 一 一 对 应 ， 则 gf 也 是 一 一 对 上 应， 而 且 


(9g 门 ” 三 六 9 
车 还 有 93 天 34 的 映射 上 站， 则 


hgf} = {ho f. 
于 是 可 记 为 hgf. hot 1 
4 

读者 可 和 直行 证 是 . 

定 兴 1 让 岂 与 和 a 都 是 数 域 上 的 线性 空间 瑟 到 饭 的 贞 
射 了 苦 满 中 

1) fla+ 8)= f(0)+ fH), Va, Be; 

2) 天 Ka) = 上 fa Ya EW kKEP 则 称 f 是 谋 到 仍 的 
同 态 映射 或 钱 性 了 氧 射 . 又 车 了 还 是 一 一 对 应 ， 则 称 了 是 W 到 公 
的 同 梅 喘 映 , 此 时 称 Vi 与 公 同 构 ， 

例 1 设 4EPmxn 定义 了 "xi 到 了 mx1 的 映射 了 为 


flo) = Aa, Ya € PnxL 


则 f 是 同 态 映射 . 
例 2 定义 P™*"” 到 P"*™ 中 的 映射 了 为 


f(A) = A', VA E Pn. 


则 了 是 同 构 上 映射， 故 P™*" 与 P"*™m 同 构 . 
线性 映射 有 以 下 常用 性 质 . 
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1. f{0}) =0, f(-a) = -f(a). 

2. j (E koi = kif (ai). 

3， ma， ，an 线性 相关 ， 则 (a), {az),..., lar 
也 线性 相关. 

这 可 以 了 从 和 插 质 二 2 得 到 . 口 

4. FT) 二 {f(a)la e 和} 是 WW 的 子 空间 . 称 (WD) 为 入 
有 了 下 的 像 . 

事实 上 L，0= Fl0j e FE: vh. teEP. a, BeVi,kfla)t 
上 3 = 了 (ka 十 18) Ee 了 (VI). 故 六 为 砚 的 子 堂 间 . 口 

5，kery = facWAog=O0 虽 全 的 子 空间 ， 称 为 了 的 
核 . 

事实 上 ， (0) 二 0. 0€ kerf, 又 若 o Sekerf,k, rieP. 
filka ti13) 一 Re 十 II) ==0. 天 向 ko 二 1B € kerf. 故 Kory 
为 Wi 的 子 空间 . 口 

6. 了 是 同 构 上 映射 当 旧 人 书 当 ff(W) = ker 一 (10). 

j 足 满 喘 射 ， 故 乒 们 ) 二 V2. 了 是 一 一 上 映射， 故 fa) = 二 0 推 
出 a=0, 上 二 kerf = (0). 
”反之 ，f(W1) = WW 即 /是 满 映射 . 设 ker f= (0) 而 fla)= 
f(B), 则 a 一 BE kerf 了 = (0 故 和 = 有 故 了 是 一 一 的 - 放疗 是 
同 构 . 口 

了。 了 是 向 构 映射 al，asz，...，ar 线性 相关 ， 当 且 仅 当 
fn)，f(G2),，...， f(ar) 线性 相关 ， 

事实 上 ， 有 J(as) = 0 当 且 仅 当 f (三 ea] 0, 即 


2 iar e ker 了 = (0) 当 且 仅 当 和 kia = 0. 因而 性 质 了 成立 . 
1 二 t 一 1 
口 


8， 车 了 是 计 到 切 的 同 构 映射 则 了 -1 是 仍 到 仿 的 同 
构 映 射 ， 
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是 一 一 对 应 ， 了 7 也是 一 一 对 应 设 A， 了 EE V2 则 


~ f(a’ + 3")) 
=a + = ff +4 FN)) 
= ff (a) + ff (3")) 
ff koa) 
= ka’ = kf(f (A) 
= fk{f a))). 
出 于 是 一 一 的 ， 鼓 
f+)=7 (+), fko’) = kf (oa). 
即 产 :是 到 到 及 的 陪 构 映射 . 口 
9. 若是 访 色 到 的 问 态 陋 射 ，g 是 三 到 入 的 司 态 映 
射 , 则 gf 是 态 到 三 的 同 态 鼎 庄 . 特 细 , 车子 和 都 足 同 档 贞 射 ， 


则 gf 了 也 是 同 构 上 映射. 
事实 上 , 对 a. 3eEW, 玉 ,1EP, 有 


gf (Re + 13) 
= gf (kat+ td) = gkfla) + if{5)) 
= kgf) (0) + (gf)(8). 


故 gf 为 同 态 映射 ， f,，g 为 同 构 ， 刀 9 为 一 一 对 应 ， 9 也 是 一 
一 对 应 ， 鼓 为 同 构 映 射 . 

自然 ，V 到 Y 的 恒 等 屿 射 id : idr(oj 一 aa: 是 六 到 的 
同 构 了 映射. 这样， 线性 空间 侈 同 构 关系 在 反 身 性 ， 对 称 性 (性质 8) 
与 传递 性 (性 质 9). 故 可 将 PP 上 线性 空间 技 同 构 关 系 分 类 . 不 同类 
不 相交 . 在 同一 类 中 只 要 找 一 个 具有 代表 性 的 空间 进行 研究 . 

定理 1 数 域 P 上 有 限 维 线性 空间 同 构 的 充分 必要 条 件 是 维 
数 相 等 . 
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证 必要 性 设 站 是 太 到 的 同 构 映 射 . 设 al. az .an 
为 后 的 基 . 由 性 质 了 知 fa). faz),,.., f{an) 线性 无 其. 六 设 
a E 了 从 山门 = 的. 即 有 ea= 和 有 ioi 人 全 使 竺 Fal) 一 er 
1 一 ] 
即 


= (Su) yl 
i=1 


i 一 1 
因而 fan). f(az). .ff{an) 为 例 的 基 . 故 dim Vi 二 《|itlt T5. 
充分 性 设 Oy OD. np 与 OQ CD -ey a 分 别 汶 Vl. 1., 


的 基 . 定义 访 到 Ww 的 映射 站 为 


Ws 并 
了 权 ea 一 ae KEP, 1l1<i<n. 
1 二] 


?一 1 


(Eo): Eo) 

= 2 十 有 ad = Det + bho 
- J) 
-并 ba =k 信 了 


1 一 ] 


由 了 的 定义 知 


因而 f 是 同 态 映射 . 
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vB 二 吕 hio4 令 B= 守 hiaw 则 J(B)=1P', 散 反 Vi) = 


Vo, 
叉车 BP € ker ff 8 = koi， 则 
jl 
f(8)= 2 kai=0 
i=1] 
由 于 Qi， 95， ..-，Q4 为 全 的 基 页 嫩 = 二 二 … 二 ,二 0. 
因而 8 = 0, 即 ker f = (0). 
艳 了 是 周 构 肌 射 ， 即 太 与 Wo 同 构 . 口 


推论 P 上 mr 维 线性 空间 Y 与 P"Xi 同 构 . 车 Ql, az, ,… 
an 为 V 的 基 ， 则 V 到 P?xi 的 映射 天 


Ja = crdtari Gl 全 3 Cn) 


汰 同 构 跑 射 . 

事实 上 ， 只 要 取 Qt = 5i;，1 所 所 n， 由 定 埋 1 知 此 推论 成 
证 ， 口 

由 定理 1 及 其 推论 知 对 P 上 nn 维 线性 空间 的 研究 只 要 对 Pi 
进行 研究 即 可 .通常 以 P" 来 表示 P 上 n 维 线性 空间 . 

特别 ， 将 此 观点 用 于 解析 几何 学 则 有 下 述 结 论 : 直线， 半 而 ， 
空间 向 量 所 构成 的 向 量 空间 分 别 为 R1,， BR2, RR 

定理 2 设 珊 , 矶 都 是 数 域 P 上 的 线性 空间 了 是 久 到 
Ya 的 满 画 态 . 则 有 人 友 到 商 空间 Vi /ker 下 的 满 同 态 7xf 及 WAker 了 
到 V2 的 同 构 了 使 得 


了 := 元 三 了 
| 
f 
Vi/ker f 
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证 ”由 于 kerf 是 态 的 子 空间 . 于 是 Vi/kerf = {dla € Vi}. 
其 中 
a= {8€ V3 = a(mod ker f)}. 


定义 六 到 WI/ker 玫 的 映射 如下: 
Tc] = Yo € 1 ， 


显然 ， 是 满 映 射 ， 负 定理 10.2 知 


x(ka) = ka = ki = kr(a). 


因 山 7 是 太 到 Vi/kerf 的 满 同 态 . | 
由 于 f(Q) = f(8) 当 且 仅 当 如 一 € ker 了 当 且 仅 当 7(a) = 
ff(B). 于 是 WV/ker 下 到 V2 的 映射 下: 


f(a) = f(r(0)) = 天 an 


是 一 一 映射 . 由 于 了 是 满 映 射 ， 故 了 是 满 映 射 . 即 是 一 一 对 应 ， 
且 天 . 克 王 又 


flka+ 9) = fka+id) 
= flka ti) = kf(a) + 18) 
= kf(a) + 1f(8). 


因而 六 是 同 梅 映射 . 口 
推论 若 了 是 五 到 他 的 满 同 态 则 


dim Vi = dim{(ker f} + dim Vs. 


事实 上 ，dim 玉 = 二 dimVi/kerf =dimWVW-dimkerf 口 


* 285 - 
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例 3 设 仿 = 了 Prxl A E€ Pmx" 定义 Vi 到 P™*! 的 同 
访 了 于 为 fia) 三 4a( 见 例 有 :信和 = 拟人) 让 人 中 取 基 
El ED rs Erm 于 是 

Vo = f(t) 和 Lifle), fle2), | flen)) 
= (coliA, colo Ad, ..., col, A), 
因而 dm 了 友 = r(4). 

义 aE ker 了 当 且 仅 当 (a) = Aa = 0. 即 上 为 线性 方程 纪 
4A 二 0 的 解 ， 于 是 ker 了 为 方程 组 4 = 二 0 的 解 宝 间 . 由 上 面 的 
推论 知 

dim ker f = dm Wi ~ dim Ys = nrI(4). 
这 就 是 定 血 7.2 的 结论 . 看 | 

习 题 
1 求 线 性 空间 及 与 及” ( 见 辕 习题 1 中 之 7)) 间 的 同 构 映射 . 
2 设 Q G2,...， Qn 是 局 上 线性 空间 太 的 一 组 基 .， 访 , /jo， 


… ;6B 是 PP 上 线性 空间 W 中 严 个 向 量 ， 试 证 ， 存 在 叭 一 
的 全 到 仍 的 同 态 满足 


foi) = 应 ， l <t<n. 
3 设 了 是 线性 空间 Wi 到 Ww 的 同 态 . 车 了 YI 是 态 的 子 空间 ， 则 
站 HT = 二 {f(a)ja e Wi} 为 仍 的 子 空间 . 若 诉 2 是 仍 的 


子 空间 ， 则 {a € Wf(e) € Wz} (此 集合 常 记 为 -1(W2)) 
是 Vi 的 包含 ker 站 的 子 空间 . 


4 设 太 ,都 是 PP 上 线性 空间 . 及 Qi 92， .Gn 与 印记， 
Bm 分 别 为 也 与 Ya 的 基 ， 了 是 人 到 仍 的 辣 态 . 


colyA=cerd(f la); Bi, Bo, ..., Bn). 
+ 256 . 
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过 证 : Wr 所 LA 


crd(f{a}: A. 32, ..., Bm) 


= Acrd(a: al. a ..., On). 
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过 证 : Wr 所 LA 


crd(f{a}: A. 32, ..., Bm) 


= Acrd(a: al. a ..., On). 
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所 谓 线 性 变换 践 是 个 线性 空间 全 章 身 的 同 态 映 射 ( 即 线 性 映 
射 ). 线性 变换 除 线 性 映射 的 一 般 性 质 外 ， 还 有 许多 特殊 的 性 质 ， 侧 
如 特征 值 ， 特 征 本 此， 和 不 变 子 空间 等 等 ， 男 外 ， 就 是 将 线性 变换 具 
伍 化 为 方 阵 ， 利 用 线 性 变换 的 方 阵 袁 示 纶 出 线性 变换 的 分 类 理论 . 

线 忻 变换 是 线性 代数 中 很 重要 的 苑 论 ， 线 性 变换 的 应 用 也 极为 


三; 之. 
5.1 ”线性 变换 的 定义 


定 久 1 设 六 足 数 城 耻 上 的 线性 空间 ， .4 是 下 的 一 个 变 
换 ( 即 VY 到 下 的 映 对 ), 并 满足 


Ala+ 3) = Aa t+ AD, Ya,d eV {1) 
Alka} = kAa. vEEP, GE 人 (2) 


则 称 .4 是 站 的-- 个 线性 变换 . 
等 式 (1), (2) 分 别 叫 做 A4 保持 加 法 与 保持 纯 是 乘法 . 
例 1 设 AE Prixn 定义 PP"*1 中 变换 | 为 


A(0) = Aa, Ya E PT 


则 .4 是 PX1 的 一 个 线性 变换 . 口 
例 2 在 王 ” ”中 取 定 一 个 匹 素 4. 定义 P"x" 中 变换 ad4 
如 下 : 


adA(B}= AB ~ BA, vB epP™”™" 
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史上 有 
adAtB+O) = A(B+O)- (B+CO)A 
~ (AB ~ BA)+(tAC— CA) 
= ulA(B) + adA(t, 


adAthB)} = ARB)}— (kB)A 
= FAB — BA) 
= kadAtB) 
知 ad4 足 P**” 的 线性 变换 . 口 


例 3 杏 平 页 于 取 定 直 佣 举 标 系 芝 OQF. 答 个 平 自问 直 均 市 过 
原点 个 的 向 品 表 未 ， 将 征 个 向 量 绕 折 点 口 族 转 8 角 ， 这 样 得 到 于 
而 向 晴空 间 的 一 个 变 撞 ， 记 为 好. 

设 向 单 a 的 长 度 为 r. 师弟 为 ww ， 则 @ 的 从 标 为 (2) 


(上 的 长 度 为 > 幅 角 为 日 十 yp， 因 市 举 标 为 (站 


TS 


[as mn 


rsin(d + 2) 
ry /cosd 本 (7 
vi \sing cosé yt 


出 此 不 礁 春 出 了 起 - -个 线性 变换 ， 如 上 无 图 . 
， 人 9. 
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a 3 + 一 bi 上 1 
例 OPin 0. 


ri tr rp 


一 (人 这 加 有 全 有 拉平 小， 得 是 为 Qo 种 回迁 OB， 为 
人 的 投影 定 艾 衣 换 为 将 半 肌 到 了 在 
鸭 [ 了 J | 人 图. 


设 有 放下 的 举 杯 务 别 阁 


| 的 损 影 ， 岂 


”0 于 时 
yu |. yy [|. i 
20 2 | 


了 于 是 Joy 一 Aa Ao +1Q00 =|008. 让 


入) 一 
《wen 二 [ls Ei A 和 yo ~ 
A = 
天 是 帮 
(Mro) + am) 4 (X20)? 
+ 一 了 六 十 (Ab 一 2 二 (Aso- 3) 
a vy 人 
上 机 此 e 得 
入 = (zro 十 20 十 3 丰 万 十 0 
内 市 
1 
vy 一 入 Hl 
2 人 
j THT 十 020 + ro203 


8 2 a 
x2 v2 i -2 0207 + Yhy + Wo- 
1 = 9 
TOZIT + Wz0g + 好: 
2 ; je 
1 Dn 7T020 
四 2 
i Yozo |. 
人 . 


TO HD 0 
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由 此 知 1 是 线 必 变换 . 

例 5 设 Csfe 有 是 区 间 (qa. 让 | 任意 次 可 第 所 数 的 集合 . 
则 Ce: 号 是 怕 上 的 无 限 维 线性 空间 ， 大 是 CY(a. 如 ) 的 变 
换 ，Hh 微 分 学 知 其 保持 加 法 与 纯 最 滩 法 .天 基 菇 CY(a, 如 的 
线性 变换 ， 

例 6 逆 区 间 [a, 下 上 全 体 连 续 男 数 的 集合 Cle 证 是 下 上 
的 线性 空间 ， 在 Cla, 可 中 定义 变换 5S 如 上 


SU) = fa. vf {x) € Cra. ol. 


由 出 积分 学 知 8 保持 加 法 与 纯 最 乘法 ， 因 而 基 Ca. 可 上 的 线 必 
换 ， > 

下 调 总 假定 六 是 数 域 已 上 的 线 竹 空间 ， 

零 变 换 0. 即 0(a) = 0，va EV 

在 书写 时 ， 数 索 ， 堆 向 蜡 与 汲 变 换 表 不 加 区 别 ， 但 要 注意 它们 
在 意义 上 的 区 戎 . 

恒 等 变换 {单位 变换 i id, 即 idfoy = 二 a, Yo eV. 

显然 这 是 线性 变换 ， 丰 时 也 记 为 二 .大 

数 乘 变换 大 即将 @ 对 应 到 Ra, 这 用 天 是 也 中 -个 癌 定 的 
数 ， 显然 ， 这 是 线性 变换 ， 县 下 二 口 有 时， 为 赤 灾 摘 ， 大 二 于 册 ， 为 
性 等 变换 

出 于 线性 变换 是 一 类 特 歼 的 问 态 对 射 ， 故 问 乱 遇 射 的 性 质 对 并 
性 变换 表 成 立 ， 例 如 

4 人 0) 一 Di 一 a) = —Aln; 

A (TD hai) = DA): 

?二 


1 二 ] 
行 Nl 全 2 人 线性 相关 ， 则 Lei .4fecze) tn Alc,)} 
线性 相关 ; 
(是 人 W 的 了 于 空间 {im ACY)Y Mt| .4 的 秩 , 记 为 (AY, rank.4 
), 等 等 . 
.4. 
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习 题 
判断 工 12 中 定义 的 变换 .4 是 告 为 线性 变 摘 . 


在 线性 空间 中 ， AE = 十 a 其 中 为 VW 的 ~: 同 定向 
= 


在 线性 空间 下 中 ， AE 二 a, 其 中 为 人 的 一 固定 问 旦 . 
在 Px3 中 A(z1, x2, 3) = (29, a + 79, 22). 

在 PY3 中 (zl 2, x3) = (271 一 za 十 2 了 
在 Plz] 中 ， Af(x) = Fe 十 于 

在 卫 四 中 ，AFf(x) = Keoj, 其 中 ro 是 下 中 一 癌 定 的 数 . 


把 复数 域 作 为 复数 咸 上 的 线性 空间 .4E = 所 三 为 二 的 共 辊 
数 . 


把 复数 域 作 为 实数 左上 的 线性 裤 间 .Af = 去 


看 : Pr 中 ， A(X) i BXC. 其 中 Bo 是 有 十 ! 内 广 
固定 扶 阵 ， 


生 OX(a. 下 中 


od ft 
A SE sin ， -JT{r). 


在 CX{a, 人 中 


i 
A1(7) 一 (号 于 ) 十 二 Sin fr). 
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12 Ca 
全 站) 一 f ht}. be Ca. b. 
i Rr Ca 的 一 沁 害 国 报 ， 


-的 像 玉 核 : 


ri 


13 求 王 [4 的 线性 党 挤 


dp {HU) rePh 
PP 中 DeP 
dr) 
A 4 二 {6) Ee 了 [| 本 o| : 


14 求 卫 [2 的 丝 性 变换 元 
Dat Tlelr = 


的 像 Ly(Pi]) 及 以 krr 上 上.， 


5.2 线性 变换 的 运算 


设 所 是 数 域 忆 证 克 线性 守则 .End 玉 为 生 的 古 有 臣 性 变 
罚 的 柴 合 ， 本 节 将 十 立 End VW 叶 的 儿 种 运算 
二 加 法 证 444. 有 EEndf 4 的 和 檬 头 为 


CA+B)a = 三 -don 二 Ba vneV. 
求 和 的 运算 称 为 加 法 . 
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囊 守 |， 着 和 和 我们 有 


{A+ Boat = Aa + B{n or .1) 
= .4n Bat A3+ 8B, 
= [A+ Bn+t+ {A+ B)i. 
(A+B}ho) 一 -Ra 十 如 (An 
一 kAa 十 kBa 
一 及. 和 十 总 je 


因而 A 十 刁 E EndV. 
2， 纯 量 乘法 设 下 GEB. .4ElndT 定 六 下 与 44 的 积 如 


(kA = An, Yn EV 


不 难 证 明 kA € EndV. 
引 乘法 设 A4, BeEndV 训 ASGB 人 的 积 AB 为 


AB}a = A(BAa). Yo ET. 


车, EP,a, HeEV. 则 y 
{AB}{Ea 十 13) = AfB{ka 十 {1.4]) , 了 
= 4(EBe + 183) b 
= kA(Ba) + LA(BS) 
= kAB)a + UAB SY. 
本 AB € EndY¥, 
线性 变换 对 于 上 述 二 种 这 和 公 满 足下 而 必 : 质 . 
定理 ] 设 人 是 获 域 卫 上 上 的 线 关 空间， 下 的 所 有 线性 恋 换 
的 集合 为 上 nd 则 
1) End W 对 加 法 太 纯 量 乘 法 为 P 4 线性 空间 
2) End VW 中 乘法 满足 结 企 律 


A(BC) = (ABYC, YA, BCeeEndT 
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idA=.Aid=A,， 04A=.40=0; 
3) End V 中 乘法 及 加 法 适合 分 配 律 
A(B+C}= .AB+ AC, (B+C)A=BA+CA: 
4) End WW 中 乘法 与 纯 碟 乘法 满足 
(4B] = (KA)B = A(KBY. Yk e P, A, BE Endv. 


证 ”本 定 奋 可 站 截 了 当地 签注 ， 读者 是 自行 完成 ， 特别 指出 ， 
线性 空间 End WV 的 公开 索 了 驶 是 耻 的 二 变换 0. A 的 久 元 素 一 A = 
{一 1).A. 十 是 

(—-Aja = —Aa, Ya eV. 


着 EBP. 则 天 id 就 是 时 尺 决 定 的 数 事 变换 天， 

此 外 ， 乘 法 父 换 律 一 般 不 成 立 ， 站 

定义 1 车 六 的 线性 变换 A 述 是 一 一 对 应 ， 则 称 4 为 可 道 
线性 变换 , 否则 称 .4 为 不 可 着. 

显然 ， 可 逆 当 且 仅 当 .4 存在 . 

定理 2 设 VW 是 数 域 忆 上 的 线性 空间 . GLI(V) 为 VW 的 所 
有 有 可逆 线性 变换 的 集 台 .， 则 

1) id € GL(V): 

2) AEGLOV), MW A EGEP 册 [407-1= .A; 

3) A, BE GL(VY). NM .AB Ee GL(V), 有 


(AB)™ = B81AT. 


证 .4 为 太 的 可 逆 线 性 变换 ， 即 立 到 站 的 同 梅 映射 ， 因 出 
出 84.11 知 定 理 成 立 . 口 
定 党 2 设立 是 数 域 卫 后 的 线性 空间 ， 科 .4 和 End 克 .定妆 


4 二 这，4r+l1 = AA". 
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4” 称 为 4 的 次 可. 
re a 定 这 
t= 二 0 
fA) = avid oA + omAT. 
称 为 和 的 一 个 多项式 . 
定理 3 设 44 是 PF 线性 空间 太 的 线性 变换 ， 定义 P[x] 到 
End VW 的 映射 wa 状 
PA(f(z))} = fA}, Vf) € Plx]. 
则 存 以 下 结论 . 
1) pA 起 线性 空间 P[z] 到 然 性 空间 Fad 的 线性 且 射 . 
2) pa 保持 乘法 ， 即 
PALF TLD) = yalf (ralgtr)). VHCr), gx) Ee Plr. 
3) kereo4 = {f(T)f(A4) = 时 是 Plx] 的 子 空间 且 车 
f(x) € ker pa, 则 
Frjgtz) E kersa. vo(r € Plz]. 
证 1) 设 f(x) = = az g{2) = Y bir' ,keEP. NM 
f= t= 
PLAN 十 gz = pA (Ee 十 oo] 


t+ 一 自 


加 (ai 十 本 ) = > Goo! 十 Sb 
ED 


一 PA(F LY) 十 PALG(T)), 


PARKF(T)) = wpa (® kj 


1 一 恬 
一 > kaiA: 和 pa ai, 上 
=D z 一 站 
= kpal ftr)). 
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在 1 成 vr, 
21 交换 李 注 们 针 合 徒 ， 训 有 有 


ATAT A mEDB mm>0.n>0. 


2 
a | >》 | A* 


人 二 Yj 十 j= 二 到 


三 (4) oa ) 
一 人 了 了 一心 


FACF TN) SAIT)). 


]| 


妇 遇 2) 成立- 
3) 有 册 $4.11 知 kcr yA 旦 王 的 子 空间 ， 设 EE Er yA 
g(r7) E Plri. 了 是 川 


PAlf tg) = fANgtA} = 0, 


知 厂子) € ker yA. 口 
推论 ] m,nEZB 天 二 0 站 之 和 则 


Ws 一 a We 


这 是 天 为 【 王 和 二 了 ”2 即 可 得 上 上 起， [| 

推论 2 基 keryaA 了 0 以 4) 表示 ker wa 中 次 数 版 低 的 
并 一 多 项 式 ， 称 为 .4 的 最 低 和 多项式. 则 3 E ker yA 当 且 低 汉 
da4tzj| 六 zz). 等 价 比 说 ， 丰 有 


ker 24 = {dalr gt rlgtr) € Pl]}. 
证 以 Sr 表示 5) 除 忆 da(#) 的 狂 武 与 傅 式 ， 和 证 
fA) = dadiat 4 +TTrdI = 7r(.A), 
.10 . 
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| rye ker yea TH rr kerya. fi datr) NH ker a 
这 是 不 可 
竺 的 ， 上 rl 一 涪 ， : 口 

例 1 放生 为 守 间 着 过 向 让 : 有 直 用 学 标 系 OAT 中 OP= 
a 这 介 作 平 前 元 与 昌 茂 月， 又 =O0. .3 在 0 | 的 投影 为 
Ta =OQo. 过 包 作 三 的 说 线 每 是 为 CO OQ1 为 总 在 工 上 
沟 找 中 胡 | 于 |， 


记 为 1 由 于 2d, IE EndV. 下 这 一 JEPFEnod 但 
(id — TIa}3 = id3 ~— 11,3 = Tot. 


大 [lo 二 1d ~ I € EndV. 
II = II IT2. = II. 


因 吊 一 EE ker wr rT ~xE ker 2 但 Ts A# 0. I 关 idi 
Ta #0. To 关 id. 故 


dn, {x} = du (x) = ze 一 了 口 


例 2 edtr 一 了 一 虐 . 


11 
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合 3 do{z| 一 小 ， 
讽 4 设 卫 = 二 EEnd 卫 [oj 显然 
DTIF(zh =0, Viz) € Plrlr: 


Dr(x" tz¥0, ke<n. 


dnlr) = 1". 
例 5 设 aeP. 定 广 $,€ EndPlzxj, 如下: 
Salf (2) = f(x 0), 


由 于 


因而 


vir) € Plx),. 


国 | 


例 6 九 = 半 作为 卫 [z] 中 线性 变换 ， 最 低 多 项 式 不 存在 ， 即 


ker pp = {0). 
事实 上 , 设 x) € Plx|, deg 天 了) 三 到. 则 


f(D)z™ #0. 


故 fx) ker ep, wz € Plzl]. 


口 


以 后 ， 将 证 明 若 dim VW < o0, 则 任何 .4< EndV 的 最 低 多 项 


式 一 定 存在 ， 
最 后 ， 若 4E GL(VY), 天 E 台 定 习 


A* a (CAT 


THF vil epi Fiala Pees PE 1 lence He hy TE PF LE hi Eh | 
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则 Ym, nN 二 玫 有 


AAT™A™ = sd (A™)® 至 A™™. 


习 题 


1 ”在 空间 取 定 直角 举 标 系 口 六 YZ 以 A 表示 空间 绕 OX 轴 出 
OY 向 QZ 方向 旋转 90? 的 变换 , 以 B 表示 绕 OY 轴 由 OZ 
向 口 蔷 方向 旋转 90° 的 变换 ， 以 C 表示 绕 QZ 轴 由 OX 向 
OY 方向 旋转 90? 的 变 挽 ,证 时 


A=8B =0 =id; 
AB FBA; A2B? = BA2. 
并 验证 (AB)? = A282 是 否 成 立 ， 


2 A. Be EndP[z], 其 中 Af(z) = f'(z), Bf(z) = zflx). 证 
明 AB — B.A = id. 


3 设 A BeFndV, 有 是 AB- BA=id. 设 还 AB- BA: 


AR， Ek>1. 
44 设 ET1， ED -ea 和 总 寺 并 钱 性 定 间 VV 的 一 组 基 . AEEndyV. 证 
明 AE GLOV) 当 且 仪 当 Ael1，Aes，.,.,.，Ae, 线性 无 关 . 


5 设 线 性 空间 W 有 直 和 分 解 V 二 MN. 和 作 VV 到 的 映射 
A,，B 如 下 ， 


.dfal 十 Dj 一 GalE MM, oo EN: 


六 (al 十 cz) 一 az， GE ao EN, 
分 别称 为 Y 关于 上 述 分 解 对 好, 六 的 投影 . 证 明 ; 
.13 . 
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1) A. Be EndY: 

2) Vz¥MYHA¢GLTY): 

9 disid A = = 

4) 若 A, B¢# GLVY), 划一 ai 
6 设 AecEndV H .A = .A. 证 机 


1 VW 有 站 和 和 分解， WW = Af 十, 其 中 并， 入 分 别 为 A = 
{aoeéVlAa=al, N= {ao EVAr = 0}. 


2] 车 .4a = ka, 大 天 0 1 则 和 =0. 


7 设 A, BeEndVv 有 A* = A, 8* = 8, AB = B.A. 证 明 
(A4+ B= A+ 8B 当 且 仅 当 AB = 0. 


8 设 A, BeEEndV 且 .42 = .A,B 一 B. 证 有 昌 若 AB = BA. 
W {A+B— AB = A+B8 .AB. 


5.3 ”线性 变换 的 矩阵 


本 节 是 将 有 限 维 线性 空间 的 线性 变换 具 伍 化 为 斥 阵 .线性 灾 措 
的 运算 对 应 于 矩阵 的 运算 ， 

定理 1 设 al G2;.... Qn 是 数 域 卫 上 mn 维 线性 空间 六 的 
一 组 基 . 则 对 于 Y 中 任意 ni 个 向量 而，B，.，， 总 存在 瞧 一 的 
线性 变换 .4 使 得 


.4oa = 1l1<i<n. (1) 
证 作 8 的 变换 .4 如 下 : 
A (> ee 一 Ys 
21=1 t==] 
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十 是 对 上 二 > hin 二 2 LoosE Tl., ktEP, 
za 一 ] 一 


.fa 二 TI 三 .4 (Ps nj 


i=1 

= 0 十 如) 一 大 要 5 ti (> |, 让 
i=1 ?一 1 i=1 

= kAa + LAd. 


由 AE EndV, Ei BeEndV, A Ba;=i, 1<i<n.NM 
nn 证 LE th 
B (> ea 一 > kBa; 一 >》 ki 二 (> kai 
;=1 i=] i 二 1 i=1 


因此 4 = 二 8 即 满 足 (1) 的 线性 变换 是 唯一 的 ， 品 
特别 , 当 ai 一 记 ; 工 艺 1 近 人 时, .4 一 id 当成 天 0. 1 近世 入 
0f，4 二 人 0. 
由 这 个 定理 知道 ， 4 E EndY， .A 完全 由 AGi, 1 三 7 万 元 决 
定 ， 当然， 每 个 Aa; 又 出 它 的 举 标 次 定 . 由 此 事实 引出 下 面 定 义 . 
定名 1 设 ai， ao， .On 为 PP 上 nn 维 线 性 空间 的 一 
组 基 ， 记 


crdiear al ya 一 crde rer 


又 4EEndY. 称 掉 阵 
(crd Aal, crdAcra, ..., crlAcon) (2) 
为 .4 在 基 ml，as，..-，an 下 的 矩阵 ， 记 为 
NA; al Oa, ...) Qn). 


在 不 湛 实 时 ， 简 记 为 省 (4)， 
即 硬 定 亚 的 基 tY1 tr -- -9 tn 后 ， 有 


coljM(A) = crdAa;, 1 < n. 
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更 明确 地 说 ， 如 果 


人 11 dl dln 
和 21 022 1''' U2n 
MOA; aiyea2 yan) = I 
Cp 1 位 py 2 2 dnn 
则 Yl 和 7 了 三 ,有 
Aaj; = a101+ 2j02 + 二 Tan jon 


= (0, Oo, oo, On eol Mt{A). 


显然 ，M{id) = 1 M(0}) = 0. 
定理 2 设 al，aa，..，an 是 PP 上 线性 空间 WV 的 一 组 基 ， 
Ae EndV. 出 


crd(Aa; Qa, ,,,, Cn) 


= M(A; al ..., on)crd(a; a, ..., oan). {3) 


证 ”因为 周 定 Ql， G2，...，Qn， 下 面 将 坐标 中 的 人 1 C2, 


a= (Ql1, 2, ..., On}crdoa, 
知 
Aa = {Acrl, Aazs, ..., -dan crder 

= (01 , on)(crdAa, ...., crdAon }crder 

= (al, G2, -..) On)M L(A}crdo. 
因而 

crdAa = ad 了 (jcrda. 
”好 {3} 成 立 . 口 

2 | 
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F 面 我 们 讨论 End VY 与 了 ”中 运算 的 关系 ， 
定理 3 设 VW 是 数 域 忆 上 nn 维 线 性 空间 al, aa， ..., Qn 
为 了 的 一 级 基 . 则 EndY 到 P*** 中 的 上 蜡 射 y: 


PA 一 af(4;i al an YA EE EndV (4) 


满足 下 面条 件 ; 
1) ww 是 线性 空间 EndV 到 线性 空间 PP**” 的 同 构 映射 
2) ef4B) = pAjp(B), YA, Be EndV. 
3) AEGILV) 当 且 仅 当 gp(.4) 为 可 道 方 阵 ， 上 月 


PA) = yA . 


4) op(f(A)) = jeC), vz) sp 人 Ae EndV 

证 1) 由 定理 1 知 A, Be FndV A 二 8 当 且 仅 当 .Aa, = 
Bo;， 当 且 仅 当 erd-4nai 二 crdBaws 当 且 仅 当 MI(A) 二 M(B8), 即 
ef- = p58). 故 pw 是 一 一 的 ， 及 设 妇 EPr*"n. 于 其 有 让 EV 
使 得 crdf 二 coliA, 1 之 ?之 nn. 设 AAE EndV 使 得 Aa; 二 把 ， 
于 是 

Pd = MA = A. 

故 wp 是 满 映 射 ， 因 而 为 一 一 对 应 ， 

设 4, BE EndV,k, 1EP. 于 是 由 


crd{{EA+ iB)ai) = crd(kAos + IBa;) 
= kcrdAcr; + icrdBa;. 


知 
p(kA+ LIB) = kp(AY + ip(B). 
因 询 w 是 线性 空间 的 同 构 . 
，17 . 
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2) 设 A BE EnmlV. 出 定理 2 知 


crdABna, = crdAlBa:) 


= MAMA)crdBe; 
= MA}coOl MB). 
因由 
ATCAB) = MAIMEB). 
即 22) 成 立 . 


3) AEGLOVY). 则 .AA !=id. 于 是 
PipAT) = plid) = In, 


因而 pA} 可 道 ，HL pCA71) = pCA)- 1. 
反之 ， 设 (4) 可 道 ， 出 1) 知 有 BB £€ EndY 使 得 p(B58) = 
pA 因而 


PAB) EE pA PB) 一 4 一 plid), 
因而 AB 一 i 帮 BB 二 A-1, A Ee GI{V). 
4) 由 1) 与 2) 知 
PFOA) = fptAD), fr} Ee Plxl, A Ee End Vv. 口 


推论 1 设 dimV = 二 n. 则 dmfEnd 六 ) 一 7 

这 是 因为 EndV 与 P"*” 同 构 ， | 
推论 2 设 ddimV=n, .AEEndV. 则 dalx) 在 在 . 

A0 二 id, A,... ,AW 为 EndV 中 十 1 个 元 素 因而 线性 


相关 . 故 有 不 全 为 零 的 数 wo，al，.…，una 使 得 党 aiAi = 0. 因而 


一心 
f(x) = air < Plz], f(x) # 0. f(A) = 0. 故 kerwp4 # (0). 
故 daAtz2) 存在 . 口 
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HH fA) = 0, 和 a PT 一 Fe 一 0 

上 反之， 若 8fz) E Plrz., giw(A)) = 二 0. 则 wlg(A))} 二 0. 页 
9(A) = 0. 因而 da(z) 也 是 {f(z) € Plz]|f(y(A4)) = 0} 中 次 数 
芯 低 者 . 

QAP) 让 叫 wd 的 最 低 备 项 式 ， 

定义 2 设 4. 如 EP"? 着 有 后 逆 第 阵 了 EP" 使 得 


T-i1AT = 8B, 


刚 称 矶 上 与 恕 相似 , 记 为 半 ~ BB. 

相似 关系 有 以 下 一 些 性 质 ， 

1. 有 反 身 性 ， 4 一 A. 

2.。 对 称 性 : 若 A4 一 B, 由 B~A. 

3， 传递 性 : 若 A4~B. B~C 则 A~C. 

4. A~B, f(r)e Plz], 则 f(A) ~ f(B). 

事实 上 ,， 由 B= TTIiAT 知 B* = 了 -1447， 设 flw}】 = 
2 ai 而 


nt Tr 
f(B) => aB' =Y aT lAT 
t== 侣 it 一 心 


tr 
~ 03 oj T= TI f(A)T. 
?一 站 

即 Ff{ A) ~ f(B). 

3， 者 夺 ~B, 则 detA4 = detB, trA=trB{trA4- 
各 
2, entii4 册 有 的 迹 ， 殉 83.6 习题 3)， 
t= 


事实 上 ， 苦 互 = 工 14 人 , 则 
det B= detT 1.det A.detT = det A. 


. 19 . 
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n 1 
trB = entiiT !.entji(AT) 


1 
于 Li 
= » > entji{ AT) . enti;T™| 


了 一 ] ?= 


三 Y、 ent; ;((AT}T-) 


j=1 
二 tr.A. 


定理 4 设 al a2; .Om 与 91 Bo ..., Bn 都 是 PP 上 上线 

性 空间 V 的 大 ,有 7 了 = 了 (91 人 四 0 从 Ql， Oa, ,Oy 
ly Ha or Hn 

到 [1 ， 如 ， 时 dn 的 过渡 矩 阵 . 区 AEREndvV. 则 

MA: Pi, Ba. Ba) = 了 (4 ay, ao， Qn)T. 

车 CEPnen 且 CaM4 a oa .an), 则 在 VV 中 
有 基 %1，Ya, -..， Yn 使 得 

MA; YI Ya yn) = 已- 
证 为 简单 记 ， 设 
A=M[A; ol aa ..., on), B= M(A; Bi, Ba, ..., B,). 
于 是 几 定 理 4.8.1 知 
coljB = crd(AB;; B11, Bo, ..., 3%) 
= Tcrd(AB,;: Ga1，c2，...，an). 


骨 从 定理 2 知 
cojB =T ML(A; oa, a2，... Cn) 
crd(B; A aa, ,.., On) 
一 了 4coliT 
= coli(Z-147)， 
20 . 
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因而 
B= TtAT. 


设 信 EP"*xn 5 可逆, 且 人 5S”'AS 一 C. 令 
i onicol,s, 1 <7 En. 
由 护 可 逆 ， 逢 | 了 了 1， YR 为 六 的 基 ， 且 
人 fa2，.. -| 2 ) 


YI 2 Nn 
因而 
MA; Yiy Ya i Tn) = 5 "1AS=C. 口 
推论 上 的 行列 式 与 迹 和 革 无 类 ， 即 ， 
det aff.4i ma ao， an) 一 detafldi Pi, fo, ..., 3) 


tr MT{ A:; tk] {2 - on) = tr MI(A: 1, D2, Ce i ). 


由 于 4 在 WW 的 任何 基干 的 氟 阵 的 行列 起 与 迹 者 是 一 样 的 ， 故 
可 分 别称 六 .A 的 行列 式 与 迹 , 记 为 det 4 与 tf AA. 
例 1 设 线性 空间 站 有 直 和 和 分解 


Vo MIiN, dmM=k, dmN=L. 


.4 为 对 此 分 解 在 AM 上 的 投影 ， Al aa ,Gk 与 让) 132;...， 训 
俘 别 为 闻 与 入 的 基 . 则 


MA; at ak hy B= diag(ll :+ 1 0.-- 0). 
kr {+ 
例 2 1, zf .. .ZX" 1 为 P[zj, 的 基 ，D = 芋 <s EudP[z]. 
于 是 
0 1 0 ... 0 
0 0 2 ... 0 


局 已 
必 十 
全 已 
3 
品 | 
pp 


,9] . 
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2 1 
一 0 


让 


设 si, ez2 是 PP 上 2? 维 线 性 空间 VW 的 基 . EEndV 


好 然而 三 51 一 22， ?2 二 一 2&1 十 2e2 也 是 WW 的 基 . 且 


1 Ea 1 | 
T 一 . 
(a 7 2 
因 向 
AT di 好 1 * 好 2 
( 1 2) 2 ly/!1 
= 交 Wy 加 
1 1 


利用 这 个 关系 ， 容 易 得 到 


EE 
= 
= | 


此 和 倒 说 明 ， 用 和 矩阵 相似 的 性 质 可 以 简化 矩阵 的 计算 . 


还 有 另 一 种 计算 方法 .容易 求 出 d(x) 


=1+ kz 1)(modiz 一 全 分- 故 


2 1 
—] 0 


Ee 


.22 . 


Tb HT i ne pitino LE Wee i eb 


1 0 
0 1 
上 十 1 
一 四 


| 


k 
一 天 十 了 


上 


了 


{rz 一 1)2. 而 x 


) + wy 
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习 趣 
设 V 是 PP 上 维 线性 空间 ， A € EndV. 
1) Ql Ho -i Bn 与 各， da, .,.， Bn 都 是 六 的 基 . 证 明 


rankM {A; a1, -.-.., on) 
= rankM( A; Hi, ..., Dn) 
= rank.4. 


2) .4 可 赣 当 且 仅 当 rank.4 二 n 当 且 仅 当 Aai, AQo, ...， 
Aan 线性 无 关 . 

求 线性 变换 .4 在 指定 基 下 的 矩阵 . 

1) 在 Pl** 中 ，A(zxi1, zo, T3) 二 (2x1 一 ra, To + wa: T1), 
基 z1 一 (1, 0, 0), <2 二 {0, 1, 0)， ES 一 (0, 0， 1). 


2) (OO: s1; sa) 为 平面 直角 坐标 系 ，.4 是 平面 向 量 对 第 -， 
三 象限 前 平分 线 的 垂直 投影 ， 上 8 是 平面 向 量 对 #2 的 垂直 投 
影 ， 求 4,， 8，AB 在 si，s2 下 的 和 矩阵， 


3) 在 卫 [z] 中 .4 为 
ALflz) = fz + 1)— Hz), 
基 为 a0 二 1, si 一 3x2 一 1) (zi+1), 1<i<nl. 
4】 六 个 函数 
El = eaz cos bz, Eg = ecz sin bx, 


£3 = Ee Cos by, a4 二 Xe sinbz, 


E5 = YT ET cosbr, 56 一 Jr2e sin B7， 


6 
的 所 有 实 系 数 线 性 组 合 {2 aicila; E BR} 构成 的 访 上 的 6 


维 线 性 空间 . 求 Adf( 用; = 
， 祥和 
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5) Ae EndP!*?, 日 


0 
MA; m1, 12, 713) = | 1 1 
| .2 


其 中 好 1 二 【一 |， 1, 1), i 一 (1, 0, —1). n3 一 ‘0, 0. 1). 
又 设 cl = (1, 0, 0), 22 = (0, 1. 0), es = (0, 0， 1). 求 
MIA; el1, £2, E3). 
6) 4e EndPlx3 x mm = {~-1, 0. 2), m = {0, 1, 1), 
73 二 {3, 一 二 0) 与 £1 一 {1,， 0, 0), sn 二 (0, ]， 0), 
23 二 (0, 0, 1 为 Pi1*x3 的 基 , 且 

Am ee (~—5, 0, 3), 

A > [0， = 6), 

Ans = { 一 5， —1, 9). 
求 M{A; mh, 12, 13). M(A; 81, 52, 53). 


3 没 4=(? 了 定义 End P?x? 中 元 素 : 


LaX = AX, RaAX 一 XA, vxX ep? 
ad 有 4 二 了 4 一 Ra 求 La, Ra LaRa 及 adAA 在 P2*2 押 
基 怀 11， 瑟 12， 瑟 31， 万 22 下 的 矩阵 . 
二 设 51，E2， £3 为 六 的 基 . 4e EndY. 且 
Hl dl2 个 13 
M(A; a1, 59, 23)= | aol aa aa |， 
231 QM32 33 
求 MI(A; i 抱 号 ) 21), M{A; El Keo, Ea) NMA; 51 十 
EF) ED, e3]. 
.94 . 
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5 设 AE Endy, 上 ENA-ILE Zz 0, Ar# = 0. 试 证 
€， AE，...，A 区 线性 无 关 . 

6 设 dimy=m AceEndrEcey 使 得 -LE 天 小 4E= 
分. 则 存在 基 Ql O23 1 On 使 得 


0 0 0 

1 0 :0D 0 
MA; oo, .Ca 一 中 二 | 0 1 0 -.-. 0 1， 

总 0 ‘1 | 


有 A*=0. 


7 设 dimV 一 n. 证 明 AE EndV 对 下 面条 件 是 等 价 的 , 
1) A= kid. 
2) AB = BA, vB EEndV. 
3) 4 在 任何 基 下 的 矩阵 都 册 同 . 
8 VY 二 Pl*x3 中 有 基 al = {1, 0, 1), oa = {2, 1, 0}, es 


(1, 1, 1) 与 1 < (1, 2, =1), Ba [2 2， —1), Bs 
(2, —1, -1). Ae EndV, § Aa; = ,i=1, 2,3. 求 


TT (| ; MA; aly aa oa) MT (A; Pi, Bz2, 83). 


9 设 生 io， ...， in 是 1，2，.,.， mn 的 排列 求证 diag( 和 1， 
A2 ...， An ) 与 diagl Xi ， 和 i， 1 Xi } 相似. 


10 设 A,， BeP™™*" 且 4 可 道 .证明 AB 与 BA 相 羽 ， 
11 车 和 与 BB 相似 ，C 与 DD 相似， 证明 ( oj 与 


0 站 
B 0 
六 ) 相似 


，25 . 
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5.4 特征 值 与 特征 向 量 


一 个 线性 变换 在 不 同 基 下 的 短 阵 不 相同 . 在 什么 样 的 共 下 的 站 
阵 最 简单 ， 这 是 我 们 今后 要 解决 的 问题 ， 线 性 变换 的 特征 值 与 特征 
阿 量 与 此 问题 密切 相关 . 特 往 值 与 特征 向 量 厅 物理 学 中 也 是 极为 重 
要 的 ， 

定 兴 1 设 让 是 数 域 PP 上 的 nn 维 线性 空间 . .4 < EndY. 
An0 EP 寿 有 志和 YY, 上 关 0 使 得 


AE = Moé, (1) 


则 称 Ao 是 .4 的 特征 秆 , 上 为 4 的 属于 特征 值 Xo 的 特征 向 量 . 

从 几何 上 看 , 特征 向 量变 换 的 前 后 是 共 线 的 , 或 方向 不 变 (Xo > 
0), 或 相反 (Ao < 0), 或 变 为 考 向 量 (A0 == 中 

显然 ，Y 中 任何 非 零 向 量 都 是 数 习 变换 .4 = kid 的 属于 特征 
值 & 的 特 入 向 量 . 

平面 转动 9 ( 见 $85.1 例 3), 在 6 二 2k7x (kK € 2) 时 , 1g = id,1 
为 其 特征 值 , 非 堆 向量 都 是 属于 1 的 特征 向 量 ; 0 二 (2k 十 1)x (kk E 
ZZ) 时 ， 19 二 一 id, 一 1 为 其 特征 信 ， 非 竺 向 车 均 为 属于 一 1 的 特征 
问 量 ; 车 Jp 关 kr (k € 加 ), 则 15 不 共 线 , 改 古 没有 特征 值 

定理 1 设 W 是 数 域 卫 上 线性 空间 ， AE EndVY. EP. 
令 

ExolA) = {E E VIAE = NE}. (2) 


则 Eaot4) 是 Y 的 子 空间 ， 且 
dim Ex lA) = dimV -~ rank(hoid -- A). (3) 


又 EX,(A) 关于 下 面 三 个 条 件 等 价 . 
1) Xo 是 A 的 特征 值 . 


”Maked by freekaoyan.com 


站 一 | 一 一 一 站 Cr 一 二 一 -au -rm-- -一 一 一 一 -- 一 一 -，，- ea 


www.freekaoyan.com 


2) Eo lA) 2¥ 0), 或 dim EotA} > 0. 

3 detfnid — A) = 0. 
称 忆 i,{.A) 为 4 的 属于 Mo 的 特征 子 空间 . 

证 首先 证 ElA) 为 子 空间 ， 事 实 上 ，0 E Ea,(A). 又 车 
£, NE EA), kK LE P, 则 由 


ALEE 十 加] = EAE +iAn = Mo(kE + Hn), 


知 kt 十 in 忆 ( 有 A). 讨 EE(: 机 为 VY 的 子 空间 . 
其 次 ， 证 明 (3) 式 ， 事 实 上 


EwlA) = {EVIAE = Nk} 
= {é€E Vioid -Ae = 0} 
= ker(A0id 一 .A). 


因而 


dim Es, (A) = dim(ker(Mid — A)) 
= dimyY 一 dimf(xAoid ~ A)V 
一 dm ~ rank(hoid — A). 
最 后 ， 证 明 三 个 条 件 的 等 价 性 ， 
1) = 全 2) 直接 由 特征 值 ， 特 征 向 量 的 定义 可 得 . 
2) 一 3j dim Ey,(A)>0, 有 EE& 关 0,£e EE, (A) 使 得 
A 一 Agée, 即 (Aoid -2 人 AE 一 少 ， 在 VY 中 取 基 Rl Ca oo Cn 
由 此 短 


Joid — A; a .., On)crd(é; a 1, Qn) = 0. 
而 crd(; Qi ...; Qn) 关 0. 故 
det(XMid ~ A) = det M(AMoid ~ A; ai .0 , Gn) = 0. 


: 27 ， 
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3} 一 > 1) 在 中 取 基 Ql，Q2，...，Qn. 于 是 
det M (Moid ~ A; Qa1. ..., on) = det(xoid ~ A4)= 10. 


故 有 Xo EP"*x!，Xo 关 0 使 


MOid — A: aa a2, ..., an)Xo =0. 
因而 = (al; G02, ..-， On) Xo 天 0 且 
.dt = Aoé. 
套 Ao 为 4 的 特征 值 ，& 为 对 应 的 特征 向 量 . 口 


这 个 定理 的 证 明 实 际 上 已 经 将 如 何 求 线性 变换 的 特征 值 ， 特 征 
向 量 及 特征 子 空间 的 方法 叙述 清楚 了 . 为 更 阴 确 , 先 引 进 下 面 定义 . 

定义 2 设 AEP"*"*， 入 是 一 个 文字 ， 称 det( 和 Jn 一 有 4) 为 
碳 的 特征 多 项 式 , 它 的 根 称 为 4 的 特征 值 或 特征 根 . 若 Xo 为 4 
的 特征 值 ， 则 称 齐 次 线性 方程 组 


(oln ~ A)X =0 (4) 


的 非 零 解 为 A 的 属于 Xo 的 特征 向 量 . 
显然 ， 相 似 矩 咽 的 特定 多 项 式 相等 ， 
事实 上 ， 若 工 三 王 …” 可 道 . 则 


det(AD, 一 -147 = det Ti(AT, -AT 
= det(X 1, — A). 


由 此 可 知 , 车 4 EEndV 则 .4 在 任何 基 下 的 拖 阵 的 特征 多 项 式 是 
一 样 的 ， 称 为 4 的 特征 和 多项式 , 记 为 detlXid 一 A). 
现在 将 求 线性 变换 .4 的 特征 值 及 特征 向 量 的 步骤 归纳 如 下 . 
1.、 在下 中 取 一 组 基 al1，aos， .an 求 出 4 在 此 基 下 的 条 
阵 
14 Ql, O22 an) 
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简 记 为 4. 

2。 求 特征 多 项 式 det(A 五 一 4)= 了 (A) 的 根 ， 即 A 的 特征 
值 . . 
3。 对 每 个 特征 值 ho 解 齐 次 线性 方程 组 (4), 其 基础 解 系 就 是 
FtA) 的 基 在 Ol Cn 下 的 上 榴 标 . 

例 1 设 21，E2, E53 为 Y 的 基 . AE EndV, 且 


1 2 2 
M(A; el, 2, £3)] = 4= E 1 2 
2 2 1 


求 4 的 特征 值 与 特征 向 量 . 


解 ” 特 征 多 项 式 
A-1 -2 -2 
21a—Al =| -2 A—-1 -2 
一 人 -2 A—1 
1 1 1 
=(A—-5)|-2 A-1 -2 
-2 2 = 
1 1 1 
={A—5)l0 A+1 0 
0 0 入 十 工 


= -5)A+1) 


的 根 为 一 1 (二 重 ) 与 5, 即 4 的 特征 值 为 一 1，5. 
入 二 一 1 时 ， 齐 次 线性 方程 纳 


有 基础 解 系 


: 29 ， 


ee Maked by freekaoyan.com 
“Te Ler ehh 国生 hee Ng La oD i i i a re sl 


www.freekaoyan.com 


鼓 巨 _1(.A4) 有 基 6&1 一 £2，E1 一 上 3， 
入 = 三 5 时 ， 齐 次 线性 方程 组 


4 一 2 一 了 1 
(= 4 —2 rt2 |=0 
一 双 —2 4 证 当 


有 基础 解 系 (1 1 1)'. 
故 五 5(.4) 有 基 =1 十 Ez2 十 E3， 口 
注 易 知 El 一 2&2, E51 一 £9, E11 十 52 十 53 也是 W 的 革 .在 此 
基 下 的 矩阵 为 diag{ 一 1， 一 1，5), 特别 简单 ， 
例 2 求 Plzj 的 线性 变换 了 DD 二 二 的 特征 值 及 特征 向 量 . 
解 ”在 卫 z]。 中 了 到 基 1，x， ...，27-1. D 在 此 基 下 的 矩阵 为 


D0 1 0 Bl- 0 
0 2 : 0 
D= 1 本 
0 nn—l 
0 


故 部 的 特征 多项式 为 
det( 和 五 一 万 ) = AX". 
故 到 的 特征 值 为 0. 又 
—DX=0 


的 基础 解 系 为 (1，0，...， 0). 改 4 = 二 的 特征 向 量 为 常数 
开 ( 关 0)， 这 与 微分 学 中 结果 一 致 口 
例 3 求 平面 旋转 变换  ( 见 85.1 例 3) 的 特征 值 与 特征 向 
量 ， 
解 ”在 直角 坐标 系 中 ， 1g 的 插 阵 为 


kw | 
sing Cos 


，30 . 
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于 是 古 的 特征 多 项 式 为 A? ~ 2Acos98 十 1 因 
4cos2 人 一 4 一 4fcos“2 日 ~-1)<<0, 


取 “<” 时 ， 无 特征 值 ， 取 “=” 寻 有 特征 值 . 此 时 ceos 口 = 士 1, 即 
如 一 28TT 或 日 一 (2 二 TIT 此 时 19=19 或 js 二 一 14, 特征 值 分 
列 为 ]， 一 1]. 平 而 上 任何 非 零 向 量 都 是 特征 向 量 ， 口 

为 了 讨论 方 阵 的 特征 多 项 式 的 性 质 . 我 们 需要 将 矩阵 的 概念 推 
广 ， 设 忆 为 数 域 ， 入 为 一 文字 ， 以 PIA"*" 表示 以 入 的 多 项 式 
为 元 素 的 Rn 阶 方 阵 的 集合 ， 显 然 ，P”*”C PIA"*”. 在 PIAj**" 
让 岂可 定义 加 法 ， 乘 法 及 第 阵 与 多 项 式 的 稳 法 ， 而 且 与 P**” 中 相 
应 适 算 有 相同 的 规律 ， 但 要 注意 At 和 A) E 忆 [AJ*"*"，A(X) 可 递 当 且 
促 当 det 4(A) 为 非 零 常数 ， 

设 41A) 一 《aiz(Ah) E PIAJ”", 其 中 


Gai if aA) = 多 ai， 1 到 ?， 了 去 nn. 
让 二 习 


从 
4 一 【ai O<kR<m 
于 是 
4(0A) = 》 ApX® 
此 一 门 


由 40,，41，.…， 4an 由 AtA) 唯一 决定 ， 南 且 


AO) + BO) = 条 Cs + BX (5) 
左 二 =D 
2 
4(A]BB(N = > ArBX. (6) 
t=0 Ri=t 
1 ， 
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第 一 个 式 子 是 显然 的 又 
entijtA{A)B(N)) 
= > ain (Xb i(N) 


3 了 1 三 1 


Tn 2m 


一 3 9 onbiiX\ 
N=1 4=0 k+i=t 


2n 
一 bp >》 enti ;Ak BN 


t 一 口上 大 十 1 一; 


2 
= ent 区 »》, ao ， 


一 口 玉 十 上 = 上 t 


故 第 二 个 式 子 也 成 立 . 


这 样 ，P[A]**” 中 元 素 也 可 看 成 以 矩阵 为 系数 的 多 项 式 ， 其 中 
运算 类 似 于 多 项 式 的 运算 
例 44 


和 一 1 一 2 一 2 
一 =2 =1 
1 0 0 1 2 2 
0 0 1 2 2 1 
AZ 十 2 十 1 AAA+1 0 
| 和 十 1 | * 


2X 3A I 


1 0 0 2 1 0 1 1 0 
-#0 17) 0 0)+ (1 10) 
D0 0 1 2 3 0 0 0 1 
定理 2 (Hamilton-Caylay) 设 4E Prxnm, FAN = det(X 


.32 . 
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一 44) = 出 
FA = A Tad an 1A+anls =0. 


证 设 B{A) 一 (Am 一 4 六 即 为 Ai 一 六 的 伴随 方 阵 . 
于 是 entijyB(X) E Pi 和 | 是 entijy(21h 一 攻 的 代数 余子 式 - 因而 
deg(lent;;yB{A)) nn 一 1. 于 是 


BO)= A 1Bo+ NN ?Bi Bi1, B, EP™™™. 


六 
BOVOAD, — A) = fOVI,. 
故 
(AT Bo 十 An- 瑟 十 十 五 1 一 4 
四 AT 二 Am al 了 3 Gndn, 
即 有 
Bo = ds 
BI 一 BoA 一 要 1 了， 
Bn-1 ~ Bn_2A = Gn ldn， 
— Bn_1A 一 好 m 
以 A"，A" 1，...、 有 A， 依次 右 乘 上 面 第 1 式 , 第 2 式 ，..,， 
第 n 式 与 第 nn 十 1 式 ， 再 相 加 ， 左 面 为 0, 右面 为 f(A). 于 是 定理 
成 立 . 口 


推论 1 设 .4 是 维 线性 空间 的 线性 变换 ， 了 LAI 是 4 的 特 
征 多 项 式 . 则 f(A) = 0. 

推论 2 设 44 是 n 维 线性 空间 的 线性 变换，dqdalA) 是 .4 的 
最 低 多 项 式 . 则 deg d4( 和 ) <n. 

事实 上 ,JIA 为 4 的 特征 多 项 式 , 而 da( 入 | 了 (和 ). 故 deg da (和) 
nn. 口 


可 3 
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习 题 


1 设 了 是 复数 域 C 上 线性 空间 ， 上 4 E EndV. 已 知 4 在 某 组 
某 下 乍 阵 4 {如 下 ). 求 4 的 特征 值 与 特征 向 量 ， 


0 (9 CC 
1 


2 A 如 上 面 习题 1 之 8). 求 A*. 


3 设 入，X2 是 线性 变换 A 的 二 不 同 特征 值 ， at 与 ae 分 别 
为 属于 和 A1，Xz 的 特征 向 量 . 试 证 cl 十 aa 不 是 .4 的 特征 向 
量 . 


4 设 AeEEndV. 若 Ya EV a 关 0 都 是 4 的 特征 向 量 ， 则 
凡是 数 乘 变换 . 


5 设立 是 卫 上 7 堆 线 性 空间 ， .A E EndY， 其 特征 黎 项 
式 为 f(A) = 和 十 和 十 十 Qn 六 十 an， 则 ai 一 
-trA, an = (—1)"det.A. 


6 设 V 是 P 上 mn 维 线 性 空间 ，A € EndV. 证 明 AEeGL(V) 
当 且 仅 当 存在 (A) E PJ, 了 (0) 关 0 而 f{ 沃 =0. 


7 设 玫 EGLIV). 则 .4 的 特征 值 入 关 0, 且 和 为 .41 的 特 
征 值 . 


和 34 中 
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设 A EEndV. 证 明 det .A 二 0 当 且 税 当 0 为 4 的 特征 值 . 
设 Hal 和 A) 为 线性 变换 .4 的 最 低 多 项 式 . 证 明 Ao 是 4 的 特 
和 定 值 当 且 役 当 {X 一 XA0)|da(X). 


1] 0 0 

设 ( 0 中 证 明 ; 当 n > 3 时 ，42 = 4"*-24+ 4 一， 
0 1 0 

并 求 A100 


设 Ao 是 线性 变换 4 的 特征 值 。 (2) E 也 加 | 证 明 h{X0) 
是 h() 的 特征 值 . 


还 明 实 对 称 扼 阵 的 特征 值 为 实数 
证 明 实 反对 称 甜 阵 的 特征 值 为 零 或 纯 虑 数 . 
设 4, Be P"*". 证 明 4 局 一 吾 4 尖 页. 


5.5 ”具有 对 角 和 抢 阵 的 线性 变换 


什么 样 的 线性 变换 的 矩阵 上 以 是 对 角 具 阵 ， 换 名 话 说 什么 样 的 


算 阵 相 做 于 如 角 矩 降 ? 本 节 将 回 管 这 个 问题， 


定理 1 设 人 是 也 上 mm 维 浅 性 空间 .AE€ EndV. A. %». 


.5 是 -44 的 不 同 的 特征 值 . 五 \f4) 是 A 的 属于 入 的 特征 
子 空间 . 则 


己 Xi 4) 十 Es (A) EB Ex (A) 
= EA EA) -TE (A). 


证 设 有 i € Ea(A), 1 7 所 ,使 


la 二 :二 x = 0. 


Ne 
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于 和 分 吕 以 1 乘 上 式 两 葡 ， 村 年 再 工 忒 两 册 
所 je 十 入 1 C2 十 :十 所 1 一 0 
A1Cr] 十 全 十 "十 ARCYE 二 必 ， 


因 市 
(Ai 一 Azjaz 十 :十 (1 一 AkjJoak = 0. 


再 以 Xa 滋 上 式 两 端 ， .4 作用 上 式 两 端 后 相 减 


{AX2 一 A3) (A1l 一 Az]aa 十 -…: 十 (A2 一 AIAA1 一 人 后] 一 


如 此 继续 ， 有 
k—2 k_2 
[Ei — M1)or 1 + [EGi— Xar =0, 
i=1 jl 
k-1 
TO: 一 pp Qt 二 0. 
i=1 
注意 Ay #0. 破 有 x = 二 0， Ck.1 = 0, -a Ca 二 0， 1 一 0. 
于 是 由 定理 4.9.3 知 定理 成 立 . 口 
推论 若 Qii，Gi2，...，Qir, 为 五 Xi(4) 中 线性 无 关 组 ， 则 
G11 tr eagl akr 为 了 中 线性 无 关 组 ， 


口 

定理 2 设 V 是 忆 上 维 线 性 空间 . .4<E EndY. 则 下 面 四 
个 条 件 等 价 . 

1) .4 在 某 组 基 下 的 矩阵 是 对 角 插 阵 - 

2) A 有 另 个 线性 无 关 的 特征 向 量 . 

3) 了 二 Ea (A}TE(A)+ +E (A), 入 1 六 2， :六 是 
用 的 不 同 的 特征 值 . 

4) 和 4 的 最 低 争 项 式 da( 入 ) 为 不 同 的 一 次 因 式 的 积 , 即 da( 入 ) 二 
B= = = 


. 36 . 
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证 1) =— 2) 设 1 2 nn 为 了 的 基 ， 
了 (4; al ，an] = diagfA1，A2，-…，Anj 
于 是 
AG; = A li<<n. 


即 a 是 44 的 特征 向 别 ， 自 然 线 性 无 天 ， 
2) 二 > 3) 设 ai aa, Qn 昆 A4 的 nn 个 线性 无 关 的 特征 同盟 . 
将 它们 按 所 属 特征 值 重 新 持 列 


OL ey Ir R21 人 ra 人 hr 


其 中 aj, 1 之 j < ri 是 和 4 的 属于 入 的 特 钼 向 量 .而 入 1, X2, ,Ak 
互 不 相等 ， 于 是 有 


Ws La a Hie EA Lah 


因而 ， 
V=_ ,WEY EMEV 
i=] + 二 1 
故 由 定理 1 知 


Pe 
3) ==> 4) 令 d( 和 和) = (A— AA Ma (No MA), ElA) = 
11(X 一 Ay). 于 是 二 AAA 一 AAA 
i 
设 吕 eV, 于 是 a 二 G1 二 2 十 :… 十 收 k， Oi 万 E, (A). 因而 
下 


dAja = > dA)A -Niid}o, = 0. 


i 二 1 


. 37 . 
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鼓 d AA NAA. 但 对 任何 ?， 1 二 1 亏 k, 取 cz E Ea, 4)， Crs 天 0. 
出 

iil4joi = | [4- idias = | — Noi #0. 

了 了 
因而 &4( 和 和) 二 dN) = (A A Ma) (No A). 
4) 一 > 3) 设 da(2) = 二 (A 一 A 和 2 一 20) 一 和 A)， 令 

di( 和 X) = 下 僧人 1 达 i 之 上 . 于 是 中 (和 A), .,,, dr(A) 王 素 ， 故 

J 


有 Ui( 和 AX) E P[A| 使 得 
dilA)u(tA) 十 d2{A)uzlA) ds di {Aur(A) 一 上 . 
令 
Wi= {dAuAala ce Vl}. 
显然 ， WV 是 W 的 子 空间 ， 且 由 
k 
a=ida= Dy di(A)u(A)a, 
t= 二 1 


知 
VY= 人 十 记 十 … 十 多 . 


又 
(A— Nid)(di(AuitA))a = datAuitA}a = 0. 


于 是 请 (A), 1 < 之 上 .因而 由 定理 1， 
在 
1 一 > 二 Ea (A)+E, A) es 二 Es, (A) CC TY 
| 


故 


.38 . 
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3) 一 > 1) 在 By,{A) 中 取 基 as .own 则 {aijll < 
区 < i} 构成 六 的 基 由 AQ;， 二 和 0;j， 知 
MA ai .diag(A1，...， 和 k) 为 对 角 矩 阵 . 

推论 1 设 i A A 为 4 的 不 同 的 特征 值 ， 则 .4 有 


对 衣 拓 阵 当 且 私 当 于 dim 五 \(.4) = dimVY. 
一】 


推论 2 设 4 有 对 角 和 窍 阵 .后 为 4 的 特征 值 ， 则 A 是 4 
的 特征 多 项 式 的 dim Es,{-A) 重 根 . 

推论 3 VW 为 忆 上 线性 空间 A & End WV. 车 A 的 特征 多 
项 式 在 下 中 有 dimV 个 不 同 的 根 ， 则 4 在 某 组 基站 的 矩阵 为 对 
角 诅 阵 . 

特别 ， 若 PP = 心 , A 的 特征 多 项 式 无 重 根 ， 则 .4 在 某 组 基 下 
的 矩阵 为 对 角 和 矩阵 . 

例 1 宫 ” ”中 矩阵 


0 1 D0 .0 
0 0 1 .1:. 0 
站 二 
0 0 | 
上 0 0 0 
是 否 相似 于 对 角 算 阵 ? 
解 ” 二 的 特征 多 项 式 
入 一 1 
2 人 
HA) i 
—1 入 
A -1 一 工 
1 汪 才 入 
二 成 1i™ 
a -1 + 
入 和 A 一 了 
| 
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看 凡生 不 同 的 特征 值 = 二 6 一 ,0 之 i 之 nn 一 1， 因而 4 相似 


于 对 角 算 阵 diag{eg, 21. ... ,En_1). 口 
这 个 结果 的 一 种 录用 是 计算 轮换 年 阵 的 行列 式 ， 为 此 ， 我 们 先 
计算 A*, 设 
Ql = {1, Oe 0}, 
a2 = (0, 0 .... 0), 


则 和 
CRE+1 
| “% | 这 奖 泛 裔 
Ct] 
Crk 
特别 ， 4 = 1,. 
例 2 求 轮 扩 矩阵 
Qn0 全 1 U2 nl 
tn—1 Qn 人 1 Un 
B=|an 2 an -ll ao :Qnrn-3 
1 他 2 立马 下 | 
风行 列 式 . 


解 令 Fr) 一 ao 十 al 二 ac 十 :十 GT2ar1 ， 风 
B= F4) 一 ao 五 十 ga141 十 6 和 十 -十 om-142 一 1 
其 中 入 如 例 1 所 述 ， 巾 例 1 知 有 可 道 矩阵 了 使 
T 1 47 一 diaglso，s1，...、sn 1). 
.如 . 


Maked by freekaoyan.com 


1 


www.freekaoyan.com 


十 是 
TBT = f(T AT) 一 diag(f {0), fle1), i f len] 州 ， 


因此 
det B= fleo)f (#1):- fen-1). 口 


注意 ， 4 的 属于 si 的 特征 向 量 也 是 BB 的 属于 As 的 特 
征 同 量 . 有 即 
Ee A) CGC Ere dlB). 


习 上 题 


1 在 84 的 习题 1 中 哪些 矩阵 与 对 角 和 矩阵 相似 ? 若 相 似 寺 对 角 詹 
阵 ， 求 工 使 了 -tAT 为 对 角 矩 阵 . 


2 设 21，52，53; 8&4 为 线性 空间 了 的 基 . .4 € End TY , 且 


M{A; El E21: Es, E4j 全 EF 5 
2 2 
—l0 3 11 一 了 
1) 求 MM( 想 7，92， 99， ?ja)， 其 中 
1 2 0 0 
2 3 8 0 
(91， ne, 73, ?4 j [sl1， £2 £4) ] 1 1 0 
1] 0 0 1 
2) 求 4 的 特征 值 与 特征 向 量 . 
3) 求 可 道 矩 阵 了 使 了 .47 为 对 角 上 矩阵. 
. 41 . 
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3 设 轨 = iaij) 是 ni 阶 下 三 角 短 阵 ”让 明 
1) 如 果 主 关于 时 ， aii 关 Qj;3; 则 A 相 羽 于 对 角 乱 隆 . 


2) 若 all 二 422 二 …: 二 Qnn， 且 至 少 有 一 个 aioyo 天 
0，fin > j0). 典 六 与 对 角 窍 阵 不 相似. 
4 WE Ee | 
0 
Ez 
Es 
| 
0 1 U n 
0 0 i 0 


0 0 |., 1 
1 0 0 ... 0 


的 属于 si 的 特征 向 量 ， 
5 设 4ECnxa FA BEA 分 弧 为 4 的 特征 多 项 式 ， 最 低 洛 
项 式 ， 证 二 下面 三 个 条 件 等 价 . 
1) 冯 相 似 于 对 关于 阵 . 
2) 【a(A)， 双 (A)) 一 |， 
3} dX) = 所 AP FO). 
6 设 4EEPnxn 则 4 在 王 中 有 P= 个 不同 特征 值 当 上 低 当 在 


Prmxa 中 可 逆 算 阵 工 使 了 -14T 为 对 角 和 矩阵 , 且 det(》1n 一 4) 
为 4 的 最 低 包 项 式 . 


.42 ， 
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7 设 AEC?7?, 且 有 mm EN 使 得 4 = I 试 还 4 相似 二 


8 设 V 是 PP 上 线性 空间 . A € EndyY 的 最 低 多 项 式 dal) 
有 因 式 分 解 : 


datA) = pi(Mp2(N) PCA 


其 中 pi( 和 ) 为 不 可 约 因 式 ， 且 了 了 时 ，(pi{ 和 ), Pj( 和 A)) = 1 
则 
V = 有 二 BB2 十 … 二 二 


EB: 一 ker pi(.A), 且 dirn FE: > OD. 


5.6 不 变 子 空间 


为 研究 线性 变换 ， 往 御 要 将 其 作用 的 线性 空间 进行 分 解 ， 使 此 
线性 变换 分 解 为 维 数 较 低 的 线性 空间 上 的 线性 变换 .这 也 是 “分 而 
治之 ”的 运用 . 

定 光 1 设 W 是 忆 f 线 性 空 闻 ，AEEndV.TW 是 VW 的 子 
空间 ， 如 果 对 任何 a € 他 有 ae 伍 , 则 称 人 VY 是 4A 的 不 变 子 
空间, 简称 4- 子 室 间 ， 此 时 .4 可 看 作 WW 的 线性 变换 ， 岂 向 .4 在 
W” 于 的 限制 , 记 作 Alyw. 即 Alww E End W, 所 


Alw(la) = Aa, YaeW. 
例 1 零 子 空间 (0] 及 VY 都 是 A 的 林 变 子 空 间 ， 称 为 平凡 不 
变 子 空间 . 
例 2 .4 的 属于 Xo 的 特征 子 空间 Eo (A) 是 不 变 子 空间 . 
特别 ， Bol.4) = ker A 是 不 变 子 空间 . 


. 43 . 
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例 3 设 厂 是 .4 子 空 间 ， 则 A(W) = {Aala € 不 } 也 是 
4- 子 空间 ， 且 A(WW) C Wi. 

特别 ， A{(VYY) 是 和 子 空间 ， 叫 4 的 值 域 ( 像 ). 

例 4 设 ABEeEndVv, 有 自 AB = BA. 则 E(B), kerB 及 
B[V) 都 是 4 的 不 变 子 空间 ， 

事实 上 , 设 a E Ew(8) 则 8B(Aa) 一 ABa = Xoga， 故 
Aa E E(B)， 因而 E(B8),， Ker B = Eo(B8) 是 4 的 不 变 子 空 
各， 由 A4(8(W)) = BCLA(V)) 5c B(V). 故 BIV) 出 是 4 的 不 变 子 
空间 . 口 

例 5 YY 的 任 一 子 空 间 都 是 数 磁 变换 大衣 的 不 变 子 空间 . 

讽 6 设 4EEndPm aeVW azK0. 则 由 a 生成 的 一 维 子 
空间 LtQ) 是 4 的 不 变 子 空间 当 且 仅 当 & 是 A 的 特征 向 量 ， 

不 变 子 空间 的 一 些 简单 性 质 如 下 . 

1。 本子 空间 的 各 与 交 仍 是 .A- 子 空间 . 

设 他 1， 环 3? 是 .4- 子 空间 .又 oy E Wii, i 二 1，2， 于 是 
Ao; E Wi, i = 1, 2. 故 A{lal 二 2) = .Aa 二 Ac2 E HI 十 于 
XaeWWnW, 则 Aae Wi, 故 Aa € WI N Wa. 口 

2， 设 研 二 La ao, .Qs). 则 WW 为 A- 子 空间 当 且 
仅 当 .4or EW 1 <i<s. 

WW 为 4- 子 空间 ， 自 然 A EE WW. 反之 ，a EW 有 Qa= 
三 sas 了 是 Aa = 5 kiAos EW, 口 


3. 若 dimV < %%. AE End ， 刚 
dim VY = dim ker A+r(.A). (1) 
证 在 ker 4 中 取 基 G1, 02,... :atr 并 扩充 为 了 的 基 i、 二 
ar 及，. BPs. 于 是 a EV 有 唯一 的 分 解 Q = 2 mioi+ 疡 yj. 


故 [ 
Aa = > yAB;. 


j=1 


: dd . 
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因而 ACVY = L(A A%,，...， .ABs). 车 


>》 Ni = 0. 
I=1 
则 
.4 芭 oa 一 0. 
了 7 一 1 
页 号 
> kB; € ker ANL(B, Ba, DB)=(0) 
了 一 1 
因而 i; 二 0， 1 所 7 了 所 85， 页 4400， 4 四 .4 线性 无 区 为 
4(7) 的 基 . 因此 dim 4fY) = s 一 r(4). 性 质 3 成 立 . 品 


其 实 由 WV/Fer 4 与 A(T 同 构 即 可 证 此 性 质 - 

定理 1 设 卫 上 维 线性 空间 VW 有 直 和 分 解 VW = 厂 1 十 侠 2. 
及 为 和 i 与 诛 2 的 基 ， 
夺 EEndV. 则 

1) Wi 为 4 的 不 变 子 空间 当 且 仅 当 


怠 ] 3 
M({A; a1, -.., Qk, i pe (2) 
此 时 
三 = MA ol Ok) 
2) Wi，W2z 都 是 4 的 不 变 子 空间 当 且 仅 当 {2} 中 矩阵 有 3 一 
0. 此 时 A = MCAlWwsa; ok+i， .fn). 


证 下 WW 为 4A- 子 空间 当 且 仅 当 Aa E WI, 1 <i 所 上当 
妃 仅 当 


ent;iagf(4i al an) 一 0 1> 大 1 工 筷 1 所 大. 
当 息 反 当 (2) 成 立 ， 此 时 ， A = MA 1, .kp). 


.45 . 
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2) 本 1， 剑 ?2 为 A- 子 空间 ， 当 和 且 仅 当 Aa; EW， 1 之: 
Aay E Wz, 天 十 1 区 了 挟 妈 当 且 仅 当 


enti;M(A; oi,y .i On =0,1> kk, 17 hk 
enteyM(A; A .eo) An) = 0, 1 <k, k+l<7<n. 
即 (2) 中 4s 一 0. 此 时 A2 = M(Alws; assu ,am 0 


推论 1 站 可 分 解 为 4 的 不 变 子 空间 的 直 和 
V = WT 二 .+ (3) 
当 且 仅 当 4 在 某 组 基于 的 抢 阵 为 准 对 角 矩 阵 
diag( A1, As, .…., A,), 


其 中 44; 为 Alv; 在 相应 基于 的 矩阵 ， 
这 是 上 面 定 理 的 2)] 的 直接 推论 . 口 
推论 2 车 WW 分 解 为 4 的 不 变 子 空间 的 直 和 (3)， 分 别 以 
(和)，Ji( 和 ) 记 4，Alv 的 特征 多 项 式 ， ad( 和 A 和), (A) 记 A, Alv. 
的 最 低 多 项 式 . 则 


f(A) = 记 (A) (天 (Ai (4) 
AN) = [a (NW), dz(N), ,ds (A (5) 
证 由 在 某 组 基 下 的 矩阵 为 


A4= diag(Ai, Az, --., 4,) 


4i; 为 .4v; 的 和 矩阵， 于 是 


FON) = det(A1 — A) = [Faet(O, — 42) = TI /0) 


+ 二 1 z 二 1 
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令 g( 和 A) = [1( 和 )，d2( 和 ，...，ds( 入 |， 于 是 

gtA) = diagtg( A1), glA2), ..-. glA4s)) = 0. 
因而 d( 和 A)|g( 和 A). 另 一 方面 

0= d(A) = diag(d(A1), d(A2), ..., d(As)). 


于 是 di(A)Id(2), 即 9 和). 因而 gl 和 2) = 二 和 D 

定理 2 设 V 是 P 上 mn 推 线 性 空间 AA4E EndV.W 是 
.4 的 不 变 子 空间 ， 和 是 立 到 商 空间 VjW 上 的 自然 同 态 ， 则 存在 
唯一 的 A E End Vj/W, 使 得 


AT = TA. . {6) 
VvV A Vv 
ui LT 
A 


VW -全 Vw 


在 VW 中 可 取 基 ,使 4 的 矩阵 如 (2), 41 为 A|w 的 矩阵 ， A， 
为 4A 的 矩阵 ， 

我 们 称 4 为 4 在 YA 上 诱导 的 线性 变换 ， 

证 ”由 于 W/W 中 元 素 都 可 以 表示 为 r{Q), 和 ET 的 形式 . 
故 在 V/W 中 定义 映射 .为 


Alr{a)) = ff-4fo)). 
车 ftail 二 zt(G2, 基 jy 一 az EW 及 镀 是 A- 子 空间 ， 故 
an 一 a2) 二 A(a1) 一 Ata2) EW . 因而 7(A(01)) 一 Tao))， 


即 有 
-noa)) = A(r(o2)). 


.4 是 单 值 的 ， 确 为 Y/W 上 的 上 映射 
. A7 . 
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又 若 xa), Tr) E V/AH, k, JEP, Ny 
Atkn(a} + 1rd)) = Alr(ka + 18)) 
= (Aka + 18)) = kr(lAadt tr(AB) 
= EACr(o) + LA((B)). 


故 AE EndVi/W. 
又 车 8 € End V/W 使 得 Br 二 7.A. 于 是 


Blix(a) =7(tAn) = Atr(a)), Yr(o) € VW. 


故 如 = A. 故 4 在 V/W 上 的 诱导 是 唯一 的 . 
将 WW 的 基 rl， Ca Ck 扩充 光 入 的 基 Oy OR R11 
.on 则 下 [ak Treonl 为 了 7 的 基 ， 上 用 


对 ! 二 
MI(A; a1. -d= (1 


而 
MA; (aktit ,.., Tan)) = A2. 
定理 证 完 . 口 
推论 设 AE EndV, 且 W 为 A- 子 空 间 又 .4 Alw, 4 
在 VY/W 上 的 诱导 .4 的 特征 多 项 式 为 f(A), 族 ( 和 A), f2( 和 ); 最 低 多 
项 式 为 引入 ), di1( 和 ), dz2(X)， 则 


1N) = AAOY: dW)AN, i = 1, 2. 
这 个 推论 是 显然 的 . 品 
最 后 我 们 讨论 忆 二 时 ， 即 复线 性 空间 的 线性 变 措 的 不 变 子 
空间 中 一 类 特殊 且 很 有 用 的 子 空 间 ， 即 所 谓 线性 变换 的 根子 空间 . 
定理 3 设 Y 是 复数 域 C 上 维 线性 空间 . f( 和 为 WW 的 
线性 变 模 .4 的 特征 多 项 式 ， 且 有 因 式 分 解 ， 


0) = (A— A TA A ?No Ae)™, 
,dd8 . 
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其 中 和 EQ, 了 7 了 了 时， 和 四 关 A 则 下 可 分 解 为 4 的 不 变 子 空 
间 的 直 和 ， 


V = RCATR, (A) TR (4), 
其 中 
RalA) = ker(A— Nid)™ 
={oaEVI(A- Nid)a = 0}, 


称 为 A 的 属于 入 的 根子 空间 
证 由 于 与 (4A 一 和 id)™ 可 换 , 故 Rx,(A) 是 4 的 不 变 子 空 
同 令 天 从 = 划 OA TSiS NN) = ONO 
Tt 
(AtA， 有 (A 和)...， (和 )) = 1. 因而 有 wi(2) EC 1<i<s 


使 得 2 (NR) 二 1. 因而 Ya &€ V, 有 


Q =ido = Yi( A (Aa 


z 一 ] 


而 
CA Nid)"riw( AfiCA)a = wi A f(A) = 0. 


即 (及 天 (A)a & BR (CA 因而 
V = R(T+ Ra A)+ .+ BR, (A). 
设 BE RA(A), 1 <i< sg, 上 且 
扩 十 斋 十 … 二 B= 0. 


由 俯 一 和) 下 天 (和 半月 歼 琴 (4)B; = 0, 苍 拓 (B=0. 
又 【FA (人 一 Ai 一 1 故 有 az EC 使 


uA F(A) 十 vA (A 一 Ai 二 1, 
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因而 
3 一 这 记 
= UA FA + vA A — Aiid)™ PH 
= 0, 
于 是 
V = R(tA)tR, CA): :+R (A), 口 


推论 1 dim Ra,(A) = ni. 
说 dim Bai(4) = 一 ma 由 Ry 在 RE.(A) 中 只 有 一 个 特 


征 值 Xi, 故 其 特征 多 项 式 为 (入 -Xi)ma. 故 有 (入 二 HQ-A)™ 


]1 (A | Ai 国 而 132; 一 ny. 口 
一 工 


推论 2 设 kKR>ni 则 RA) = {a EVIlA-hid}e = 0}. 
SWi= {faceVviA- Nidta = 0}, dmyr = mu 由 
.4|w 有 唯一 的 特征 值 入 ;. 故 其 特征 多 项 式 为 (X 一 Aij .由 定 理 
2 的 推论 知 (入 一 入 f(D. 玖 ms < 由 (A) CC Wi 知 
ri 区 7 族 i 因 ,4) = Wi. 口 


习 题 
1 设 V 是 PP 上 nn 维 线 性 空间 . AE EndVv., 且 A"*! 关 0, 
4 三 0. 证 明 4 只 有 名 十 1 个 不 变 子 空间 . 
2 设 V 是 PP 上 nn 维 线 性 空间 . .AeE EndV. 旦 有 个 禁 间 的 
特征 值 . 证 明 .4 只 有 2” 个 不 变 子 空间 . 


3 设 V 是 CC 上 nn 维 线性 空间 ， A4€EndV. 证 明 .4 在 某 组 
基 下 的 窍 阵 为 对 角 矩 阵 的 充分 必要 条 件 是 对 4 的 任 一 不 变 子 
空间 W 有 A 的 不 变 子 空间 W' 使 得 V = W+W'. 
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生 设 51，E9， E593; E54 为 了 的 基 . 攻关 PnPndwY. 且 
1 0 2 1 
一 ] 2 1 对 
MI{A; El EV} EF £4] 一 1 9 5 5 
2 -2 1 一 2 


1) 求 4 在 基 轴 二 £1 一 252 十 84 1 二 352 一 63 一 24; 73 二 
s3 十 <54， 94 二 2e4 下 的 后 阵 . 
2) 求 4 的 值 域 与 核 . 


3) 在 ker .A 中 取 基 ， 并 扩充 为 Y 的 基 , 求 4 在 这 组 基 下 的 
短 阵 . 


4) 在 A(V) 中 取 基 ， 并 扩充 为 V 的 基 , 求 4 在 这 组 基 下 的 
矩阵 . 

5 设 记 是 如 上 天 维 线性 空间 ， A, BE End. 有 AB = BA. 
证 明 
1) 4, 好 至 少 有 一 个 公共 特征 向 量 . 
2) 若 A， 呈 各 在 一 组 基 下 的 矩阵 为 对 角 和 矩阵 ， 则 A，B 可 在 
同一 组 基 下 的 矩阵 为 对 角 和 矩阵 


6 设 六 是 如 上 天 维 线性 空间 4eE EndY、s1，ea，...，sn 为 
VW 的 大， 且 
A0 1 
A0 1 0 
MI({A; El ER rs gn) 
0 1 
An 
证 图 


1) T 的 包含 en 的 A- 子 空间 只 有 V. 
4 


Maked by freekaoyan.com 


et 


7 


名 


9 


10 


11 


12 


13 


14 


www.freekaoyan.com 


2] VV 的 任 一 非 零 .4 子 空间 都 包含 < 

3) Y 不 能 分 解 为 两 个 非 平 凡 的 .4- 子 空间 的 直 和 . 

4) 设 .4 的 特征 多 项 式 ， 最 低 多 项 式 分 别 为 和 )，d( 和 A). 则 
jf(2) = dN) = (A — Mo). 

设 4E Cn ”证明 4 相似 于 上 三 角 答 阵 ， 

设 A; EBPnd TY， 1 5, 且 Et 关 了 了 时 ， A 天 .1， 则 存在 
GEV, 使 TY 关 了 舍 ， -4aa 去 Aja. 


设 V 为 P 上 nn 维 线性 空间 AE EndV. 厂 为 V 的 子 空 
间 . A(W) = {Aala € WY}. 证 明 dim A{W)+ dim(ker AN 
W) = dim W. 


设 A 上 BE& EndV. 证 明 rank(AB) > rankA + rankB 一 
dim VY. 


设 .4, Be Endy. 上 且 .4 一 .4 太一 闻 . 证 明 
1) .4(Y) = 8(V) 当 且 权 当 AB = 8, 654 = .4. 
2) ker A = ker 8 当 且 仅 当 AB = A, BA=8B. 


设 是 CC 上 n 维 线性 空间 ，AEEndV.W 是 A- 子 空 
间 ， Xi 为 和 4 的 特征 值 , 证 明 Rx(Ahw) = Ra( 人 DNW. 


设 了 是 卫 上 2 维 线性 空间 ， si， s2 为 的 基 . 令 玉 为 


[Ae Enday | M(A4; eo) = (1 os 由 aeP}. 


证 明 六 中 线性 变换 无 公共 的 非 平 几 不 变 子 空间 . 


设 Y 是 实数 域 及 上 nn 维 线性 空间 .又 .4 E EndV. 证 明 
站 必 有 1 维 或 2 维 不 变 子 空间 . 
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15 设 V 是 数 域 P 上 n 维 线性 空间 A € EndV 的 特征 
多 项 式 f(AX) 有 不 可 约 因 式 分 解 (和 ) = pi( 和 "po( 和 "2 
ps(A)™, 证 明 

Y = ViVt +, 


其 中 太一 Kerpif4i， 1 <i<s. 
5.7 二， 三 维 复 线性 空间 的 线性 变换 


本 节 讨 诊 二 ， 三 维 复 线性 空间 的 线性 变换 的 矩阵 的 最 简单 的 形 
式 及 求法 ， 所谓 最 简单 形式 就 是 Jordan 标准 形 . 
定理 1 设 六 是 已 上 23 维 线性 空间 ， AEEndV. 记 4 的 
特征 多 项 式 为 了 (X),， 则 有 下 列 结果 . 
1) 车 (和 A) = (和 一 A)(X 一 A9)， AL 天, 则 4 在 某 组 基 下 
的 矩阵 为 diag( 和 A1，Xo). 
2) 车 FA) = (》 一 Xo)*, 有 两 种 情形 .， .4 = Xoid 时 ， 在 任何 
基 下 炬 阵 为 J; 4 关 Xoid 时 ， 在 某 组 基 下 的 短 阵 为 (站  ) 
证 1) 由 定理 5.2 的 推论 3 知 结论 成 立 ， 届时 取 入 的 特征 向 
量 <i, 则 ce1，e2 为 基 ， 而 且 M (A; gs1, 62) = diag( 和 1,， A2). 
2) A= 二 Xhoid 时 ， 结 论 显然 成 立 ， 
设 4 关 Aoid 因而 有 2&1 EW 使 得 
Eo 一 (A 本 Xoidjei 天 0. 
而 
(A = Aoid)es 一 用. 
显然 ， sl，zss 为 Y 的 基 . 用 
Asl = Me1 + (A— Mid)el = Moel 十 ea， 
.LEa 一 AnEa， 。 
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于 是 af(.4; e1, 52) 二 (? a 口 
推论 ”对 应 定理 1 中 三 种 情形 、， 的 最 低 多 项 式 分 别 为 (入 一 
和 (一季 A ~ Xo, (XC— Mv)®, 口 


定理 2 设 VV 是 C 上 3 维 线性 空间 ，AEEndV. f( 和 ) 为 
.4 的 特征 地 项 式 . 

1) 车 FA) = (A 一 A(X 一 和 2)(3 一 和 3), 和 A1， 和 A2， 和 3 瑟 不 相 
等 ， 则 .4 在 适当 基 下 的 矩阵 为 diag( 和 1，X2，X 和 a). 

2) 车 f(A) = (X 一 和 1)2{ 和 A 一 A2), 则 在 适当 基 下 ， .4 的 矩阵 
为 下 面 两 种 情形 之 一 . 


A1 0 0 A1 0 0 
0 Al 0 1. ( i Al D0 1. 
0 0 A 0 0 2 


3) 车 (和 ==(X 一 XA0)3. 则 当 4- hid = 0; A 一 Xoid 关 0， 
而 {AA 一 A0id)? 二 0; (4 一 Xidj2 关 0, 而 {A 一 A0id3 一 0 时 , 在 
适当 基 下 ， .4 的 矩阵 分 别 为 


Ab 0 A0 日 0 An D0 0 
0 Ao 0 1, 1 Xho 0 |， ( 1 Ao 及 ) 8 
D 0 Xo 0 0 Xn 9 1 Aa 


证 1) 取 si 为 属于 入; 的 特征 向 量 . 于 是 sl，sg2，#3 为 Y 的 
基 . 
ji El, EQ, E3) 一 diagtAi， 人 2; A3)- 


2) 南 f( 和 )== (2 一 和 六 (A 一 A). 六 对 A 的 根子 空间 分 解 为 
VY = BR {A}+R, (A), 
dim RA(A) =2, dim Ra,(A) =1. 


车 (太一 和 id)|8 (4) = 0, 取 RR, (4) 的 任 一 基 ce1，ez, 再 取 
属于 A2 的 任 一 特征 向 量 e3 (E Ra,(4)), 则 a1, eg, e3 为 7 的 
基 . 上 且 ad (4; El 三 2 £3) = diag{ A1, 入 1 Az). 
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车 {4 一 和 lid)|gR tc 闫 0, 取 21 &€ Rh(A) 使 得 2 二 (A4 一 
Atidjsl 天 0. 取 63 为 属于 Ao 的 特征 向 量 则 21，s2; 23 为 的 


基 、 月 
AL 涪 D 
MA; el, 52, £53) = ( 1 Al 0 ) ， 
0 0 A 


3) 若 4- aoid=0, 风 4 在 YY 的 任何 基 下 的 矩阵 为 Ao1s. 

车 A 一 Xoid 关 0, 面 (A-Xoid)? = 0. 首先 证 明 dim B3, (.A) 一 
2. 显然 dim Ey (A) < 2. 车 dim Bx (A) = 1 取 基 61, 82， Ba 使 
Bs € EaolA). 由 此 知 (4 一 hid) = kBs #9, (A— Xoid)pa = 
163 闫 0. 但 是 (4-)Xoidjt5 KB) = 0, W181 一 kB2 € Ey, (A) = 
L{Ds). 这 就 产生 巴 盾 . 

取 <sE 使 上 oa 一 f{ .4 一 Aoidjicl 天 0. 出 sa2 E Ea {A)}. 再 
取 <3 使 sz，e3 为 已 Mo(4) 的 基 ,， 若 避 El 十 RRzes 十 kse3 一 0， 以 
中 一 Aid 作用 之 , 得 82 二 0. 故 牛 一 0 由 e263 为 Ea(A 
的 基 . 知 有 2 二 二 0. 故 el， Ee2，53 为 的 基 ， 因 而 ， 


A0 0 0 
MA, ET E2, 53) 一 (i AD 了 
D0 D0 An 
车 (4 一 Aoid)? 关 0, 取 El Ey 使 得 
ea3 = (A— Mid)?el #0. 
所 以 
sz = (A— Moidjel 0. 


车 el 十 koez 十 kae3 二 0, 则 (A 一 Aoid]j2hkel 二 0, 即 ea 二 0. 
因而 El 一 人 及 ， 于 是 【4 = A0id ) (Kae2 十 Kae3) 一 oe 二 人 0, 国 而 
k2 二 0, 于 是 kse3 二 0, 故 ks 二 人 0. 因而 21， 53, 23 为 YY 的 基 ， 
而 且 


A0 0D 0 
MIA; El En, E3) = (i A 了 口 
0 1 An 


”es 
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推论 ”对 应 定理 2 中 六 种 情况 ， 的 最 低 多 项 式 分 别 为 (X 一 
A — A2) (A— Ma), (A—AA— Aa), (A— A)2(A— A2), A — Xo, 
(A — M0)2, (X — Mo)3. 

定义 1 形 如 


入 1 和 Ce ) 多  ) 
人 M2 0 Ao 1 An 
的 2 阶 方 阵 称 为 2 阶 Jordan 矩阵 . 
形 如 


A 0 0 A 0 0 A 0 0 

(1 : »). (1 a | (1 Ai | 
0 0 A 0 0 Xz 0 0 Xs 
Mo 0 0 Mo 0 0 Mn 0 0 

(1 Xo ?)， (: i o ) ( Ao 0 
0 0 A 总 0 A 心 1 入 0 


的 3 上 阶 方 阵 称 为 3 上 界 Jordan 生 阵 ， 
从 上 面 两 个 定理 知 ， 任何 2 3 阶 复 方 阵 4 祖 似 于 一 个 Jordan 


和 矩阵， 此 Jorqan 矩阵 称 为 A 的 Jordan 标准 形 ， 两 个 2, 3 阶 复 
方 阵 相似 当 且 仅 当 它 们 有 相同 的 Jordan 标准 形 . 


例 1 求 下 二 上 1 一 1 1 | 的 Jordan 标准 形 . 
2 0 1 
解 ”A 的 特征 多 项 式 为 


A=1 = -1 
-1] A+1 一 
= 0 A-1 
A—1 一 2 | 
—1 A+1 -1 
0 23+1) A+1 
= | 
-1 A+1 一 1! 
0 -2 1 


f(A) = 


，56 . 
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A—1 -4 -1 
-1 -1 ~-l 
0 0 1 

= (XA +1)*(X 3). 


= (入 十 1) 


起 的 特征 植 为 3 与 一 1 (二 重 ). 
入 二 3 时 ， 由 方程 组 


2 -2 一 ! 了 1 
1 4 一 | T2211=0, 
一 立 QD 2 ee 


求 出 4 的 属于 3 的 特征 向 量 ， 
入 二 一 1 时 ， 由 方程 组 


一 2 一 攻 —] 出 3 
一 二 0 —1 工 2 = 0, 
一 2 0. 一 之 EH 


求 出 4 的 属于 一 1 的 特征 向 量 : 
出 方程 组 


(2, 1, 2)'. 


(2, —1, ~—2)". 


TT 
| | | 
[| 
| 
OO, 
| 1 | 
by 瑚 王 
> 
kh 
A 
和 仿生 
tt 哺 
~ 
| 
已 


即 


TT 
0 所 的 
to 心 
总 
es 
A 
要 入 局 
i 0 哺 
a 
| 

| 


求 出 严 -1(4) 的 基 : ”4{1， 
取 P* 的 基 


-全 


AR 


人 
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则 


将 AA 的 Jordan 标准 形 i 
例 2 求 态 二 | 3 一 | 8 | tw ioraan Hi 


-2 0 一 5 
解 A 的 特征 多 项 式 为 
A—-3 0 一 8 
FAN=| -3 Atl -6 |=(+1). 
2 0 A+5 


由 一 1 13 一 4 关 0, 且 {113 一 A)X = 0 有 基础 解 系 : (9, 1, 0)7, 
(2, 0, —1)7. 
又 (-113 一 4)*==0. 取 


1 4 0 
= (0). “Coe | | “= (i) 
0 一 此 0 


1 (£1, op £3), 则 


-1 0 0 
T-iAT=| 1 -1 0 ) 
0 


0D 一 1 
为 44 的 Jordan 标准 形 . 口 
4 5 一 2 
秽 3 求 A= 二 1 -2 -2 1 的 Jordan 标准 形 ， 
一 -1 1 a 
，58 . 
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解 ” 和 4 的 特征 多 项 式 为 


AIs— 4A| =| 2 A+2 -1 | 
1 1 AT1| 

A-4 —A+1 2 

=| 2 | 


X-4 -1 2 
=(XA—1)| 2 1 
上 1 A—1 
-4 一 
=A—1)lA—-2 0 1 
A—3 0 A+l 
SI 


1 
又 sl = (9) 满足 {1 .14 一 4)?el 关 0. 今 


0 
1 3 1 

T=[|0 -2 -11, 
< 


1 0 
Ts : 1 
0 1 


则 


为 4 的 标准 形 . 
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习 题 


求 下 列 定 了 竹 的 Jordan 标准 形 . 


1 1 一 
5) EE -3 3 ) ， 6) 
一 —2 2 
0 |， 也 
7) (3 8 6 ) ， 8) 
2 一 14 一 10 
设 4, BBE C2X2, 证 明 4 与 召 相 似 当 且 仅 当 它们 的 最 低 铬 


项 式 相同 . 


设 4, 电 &E CC 证 明 4 与 BB 相似 当 且 仅 当 它们 的 特征 多 
项 式 ， 基 和 低 多 项 式 都 相同 . 


在 Cs” 中 求 出 两 个 最 低 多 项 式 相 同 但 和 不 相似 的 矩阵 . 

在 Csx4 中 求 出 两 个 特 社 多 项 式 , 最 低 多 项 式 都 相 条 但 不 相似 
的 矩阵 . 

设 4, 妃 & C3X3 (或 C2*2). 且 4， 呈 都 只 有 一 个 特征 值 Xo- 
证 明 4 与 召 相 似 当 且 仅 当 dim Eo(4) = dim Ea,{B). 


在 Cs*x4 中 求 矩阵 4A，B 使 得 ，1) A4，B 都 几 有 一 个 特征 值 
Ab, 2) dim Ea, (4A) = dim E(B), 3) 4 与 B 不 相似. 
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5.8 ”复线 性 空间 线性 变换 的 标准 形 


本 车 要 将 上 节 的 结果 推广 到 nn 维 复 线性 空间 的 情形 . 


定 兴 1 设 入 A， ECO, Ct 中 拓 隆 
A 0 ...0 
IND! 
0 1 A 


称 为 Jordan 块 ，Cnmxn 中 矩阵 
J = diag( TA1, t1), TM, ta), 1 SAs, ts)) 


称 为 Jordan 丰 阵 , J(Aj;, #;) 称 为 了 的 一 个 Jordan 块 . 

当 热 ， Jordan 抉 是 内 有 一 块 的 Jordan 秽 阵 . 

我 们 的 任务 是 证 明 nm 维 复线 性 空间 的 任 一 线性 变换 .4, 在 
适当 基 下 的 矩阵 为 Jordan 和 矩阵. 等 价 地 说 ,， 任 一 阶 复方 阵 妇 4 补 
似 手 一 个 Jordan 矩阵， 此 Jordan 矩阵 称 为 4 的 标准 形 . 

从 钻 知 下 对 4 有 根子 空间 分 解 ; 


V = Ba (A}+ RR, (A 十，… ‘+R (4). 


全 在 下 Mt4i 上 的 限制 AR、(4) 只 有 一 个 特征 值 和 因而 ， 问 题 
转化 为 A 只 有 一 个 特征 值 Xo 的 情况 . 再 进一步 , 由 4 与 Moid 一 A 
有 相同 的 不 变 子 空间 ， 且 Mi(Moid 一 A; Ql; .Qn) 二 Mg 一 
(4 al ar) 故 讨 论 Xoid 一 人 丸 与 4 实质 上 并 无 区 别 . 但 
Woid 一 -7” = 0. 故 可 假定 Xo =0 或 .如 三 0, 即 .4 为 寡 零 线性 
变换 . 

引 理 1 设 了 是 煞 域 王 上 于 维 线性 空间 ， .4 EEndyY. rr 为 
VY 到 YAker4 上 的 自然 辐 态 .4 为 .4 在 YAker.4 上 的 诱导 ， 则 
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i) ker.A = x(ker A?): 
2) A 02, .i OF EV, 且 Tlai)， Ta2j .1 TQ) 为 
ker A 的 基 ， 则 AQ， Arz，...， -Any 线性 无 关 ， 进 而 


dinmi ker A < dim ker .A: 
3) 又 车 A 是 紧 淮 的 ， 则 .4 也 是 苦 零 的 . 且 
deg d a(X) < deg dalX). 


证 设 QeVW, 刚 Eker-A* 当 且 权 当 Aa & ker.A 当 且 仅 
当 xtAa) 二 A(xr(a)) 二 0 当 且 仅 当 ra) E ker A. 故 1) 成. 
2) 设 六 中 向 量 册 Qi， Gz， ..,， tg 使 得 rlQ1), Tr(9Q2),...， 
XOk)】 为 ker .4 的 基 . 由 .4(rfei) = x(AaQi) 一 0 知 -4ei € 
上 大 
ker.4 C Ber.42 由 人 rido 一 0 即 .4 二 一 从， 策 
t=] + 一 1 


友 下 
> TiQ; Eker.4C ker.42 故 3 ziA(Qi) 一 0. 因而 了 一 zs 二 
z=| 1 一 】 


二 Xk 二 0. 即 -Aa Aa2z,..,, Aa 线性 无 关 . 因而 2 成立， 

3) 若 4 夭 零 ， 歼 及 使 得 Ar!1 关 0 而 A* 二 0. 于 是 对 性 
何 a EV 有 有 Alia EkerA. 表 7{AK-1l(o)) = .下 -1(rfoy =0. 
即 A*-!1 二 0 因而 所 第 堆 ，H deg da(A) < deg da(X). 口 

引 理 2 设 W 是 号 上 nn 维 线性 空间 ， 44E EndV,， 则 下 向 
三 个 条 件 等 价 . 

1) A 的 最 低 多 项 式 40 = A™. 

2) 4 在 某 组 基 下 的 条 阵 为 Jordan 抉 J(0, n). 

3) 存在 ae 使 得 ma.4a、 ..，-4n la 为 区 的 基 ， 仙 
-nm = 0, 

证 3) 二 > 2) 显然 


Mt{A; a, Aa, ,,., A ioy = J(0, n). 
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2) = 1) 出 于 J(0, 他 | E21 + E32 二 十 上 nn_l 容易 得 


到 
J{0, ny)” = Fpl11 Fki22 + 二 Fnn_k. 
1] < 和 1, 
J{0, n)”"= 0. 
因此 da{2) = A™. 


1 让 一 和 由) 二 各， 歼 AM1 关 0. A" 二 0， 于 
71—1 
是 有 a € VW 使 得 A*-ia 关 0,， 4na 二 0. 坷 有 ?YiA'n = 
一 眉 
用 一 
D0， 虑 由 de (TE ia ) 一 z0vdn1ea 一 0， 憩 xn 二 0， 知 


?一 


n—l1 
4 ( 玉 ziAia) 二 zl4nra = 二 0 知 ri 二 0， 吉 此 继 统 知 
+ 二 ] 
Xo 二 fl 二 二 Xn-l 二 0. 因 册 An, ... ,Ar lo 为 VW 的 
基 ， 而 .4"e 二 0. 口 
定理 3 设 .4 是 数 咸 P 了 Pn 维 线 忻 空 间 VW 的 入 堆 线性 变 
换 ， 其 .入 二 0. 出 4 在 适当 基 下 的 隶 陈 为 Jordan 夭 阵 : 
diag{ J(U, m1), (0, 22), i (0, nis)), 


RI 产 Tz 祝 天 Ne 六 1 N+not+:- 二 ns= nn, 


证 对 dm 作 几 纳 证 明 ， dm = 1 2. 3 村 Ht 87 的 讨 
论 其 正 理 成 六 设 DV < 之 7 定 埋 成 ww， 现 证 dimV 二 时， 宣 
理 成 立 . 由 A7 = 二 0, 鼓 dim ker .A > 0. 因 谭 


dimV/kerA < dm = 也. 


设 及 为 4 在 WV/kerA 上 的 诱导 ,出 引 理 工 知 忒 也 是 早 零 的， 由 
归纳 假设 知 4 在 YAker A 的 某 纪 基 下 的 矩阵 为 Jordan 条 阵 


diag( J (0, m1), J 0, mn), 了 0， mr)). 
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由 定理 6.1 的 推论 1 知 Wi/ker A 对 .4 有 不 变 子 空间 的 直 和 分 解 : 
V7ker .4 = 态 十 仿 十 十 六. 

且 .47 看 玉 相应 基 下 的 矩阵 为 J(0， ?mi). 因而 出 引 理 2 知 ， 有 

ft 后 全 使 得 


ad;, Aa;, ..., A™ la, 


为 信 的 基 . 设 让 为 VW 到 Vi/ker 4 的 自然 同 态 ， 故 有 ai 使 得 
TOr;) 二 怀 ;， 于 是 


令 
Vi = Llas, Am;, ,.,,， A ATios). 
由 An) = 0, 知 TCAT'Qi) = Am (x(@i) = 0. 故 4miai € 
ker .4. 于 是 ms+lai = 0. 因而 人 大 是 .4 子 空间 . 且 T(W) = 太 ， 
容易 得 到 ker .4 存 基 


nA Ho), wlA™ lag), ..., TA™ lar). 


丰 引 理 1 之 2 知 A 402,..., Amrar 为 ker 4 中 线性 
无 关 组 . 故 可 将 其 扩充 为 ker 4 的 基 -4m1al A202, .Amrerr， 
or+l aa 令 要 二 Lay),7? 十 1 了 5. 艾 太 也 是 A 的 不 
变 子 空间 ， 且 Aly, 二 0. 令 


玉 三 两 十 网 十 :十 三 十 瑟 4 和 1 十 十 本 
于 是 kerA CV 且 TIO) = 二 7(W). 于 是 
dimy” = dimrf + dim ker.A 
= dimn(V) + dim ker .A 
= dim VW, 
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国 市 三 站 .而且 中 向 量 均 可 被 辐 晤 组 
S={Aar aryl cis QOslO Sh Cm, 1 <i<r) 
线性 表 出 ， 布 
19| = dim Viker A+ dim ker-4 = nn. 
帮 为 了 的 基于 是 


V = Vi 


且 
M{A; 5) 一 diagl70， mi 二 1) ..., dO0, mr + 1), 0,..., 0) 
(700, 1) = 0), 即 为 Jordan 和 矩阵 . 口 


推论 1 若 AEEndV, 有 和 且 (ho0id 一 AA)"=0. 则 A 在 适当 基 
下 的 滤 阵 为 Jordan 算 阵 


diag{ J (Xo, 1), Tho, noy, ,,,, TMo, na)). 
事实 上 ， 由 上 而 定理 3 知 .4 一 Anoid 在 适 当 基 下 的 矩阵 为 
diag( .7(0, n1), J(0, na), ..., J(0, ns)). 
于 是 A = (4 一 A0id) + Moid 在 这 组 某 下 的 矩阵 为 
diag(J{(Ao，r)，T(Ao，no2，.，.，J(Ao，ns). 口 
推论 2 .A4E EndV, 在 某 组 基 矩 阵 为 


diag( J {Ao, n1), J MD, ni2), | (No ns)), 
之 N22 之 之 ns 之 1. 
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由 
deg dalA} =n1, dmExid4i 一 8 


蔷 芹 为 加 在 VIEs{AY 上 的 诱导 ， 则 


degda(M) 一 8 一 1， dinEy(A)= |{niln; > 2}. 


十 而 这 些 结 果 是 显然 的 . 0 
定理 4 设 人 是 复数 威 CO 上 吕 维 线性 空间 ， A € EndV, 


刚 二 在 的 适当 基 下 的 类 阵 为 Jordan 知 阵 . 
证 设 4 的 特征 多 项 式 的 因 式 分 和 解 为 


fA) = A- AD™ Oo MY (A Me)™, 


其 中 了 关 了 了 时， Ai 关 和， 中 定理 6.3 知 WW 可 分 解 为 4 的 根子 空 
间 的 直 和 和 


V = RalA)TR A)T .TR (A). 


申 丁 (AR 一 和 id) ”= 0， 于 是 由 定理 3 的 推论 1 知 在 
民 、,{A4) 的 适当 基 下 所 R04) 的 算 阵 4; 为 Jordan 什 险 ， 这 此 
局 1 < 之 8 的 基 合 成 VV 的 基 ， 在 此 其 下 A 的 惠 阵 为 


diag{ 4 ， 和 ee A,) 


是 Jordan 矩阵, 口 

推论 任 一 复 n 阶 方 陡 4 相似 于 一 个 阶 Jordan 知 隆 ， 此 
Jordan 矩阵 称 为 4 的 标准 形 . 

一 个 自然 的 问题 是 4 有 和 多少 个 Jordan 标准 形 , 或 者 两 个 Jor- 
dan 矩阵 在 什么 条 件 下 相似 ?可 以 从 不 梧 途 么 来 解决 这 个 问题 . 一 
是 继续 遵循 本 节 的 方法 用 线性 变换 的 观点 来 解决 、 读 普 可 从 本 节 习 
题 完 成 ， 另 一 途径 是 用 多 项 式 符 阵 ， 我们 将 布下 竟 讲 述 . 
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习 题 
设 自 然 数 组 R11, Woo. -hs 及 1 ns, ee nr! 满足 
由 之 全 帮 达 > 
& 
点 .而 全 nn. 
i—1 7=1 
令 
me = rm > kK} m4 = {nn > RY 
证 明 ， 


1 mi 之 na 人 mi > my > > mm. 
1 


2) 天守 ni 时 ， mk 二 上 > 时，mi 一 0. 
3) N= m= Nn, 
4) mi = ms; 的 充分 必要 条 件 是 s 二 +t 且 mi 一 nl 1 <i< 


二 。 


设 了 是 卫 上 7m 维 线性 空间 ， AeE EndV., 若 4 在 基 组 基 
下 的 矩阵 为 


diag(J(0, n2), TO, pn) TO0, ns)), 
其 中 ml 之 ma 过 之 ma 人 1 则 
dim ker A* = mm] +mst i+ me 1 Sk <n, 
这 里 mi 如 习题 1 中 定义 ， 


diagl J{(0, rn1), J(0, n2), ..., J(0, nis)), 

7 = diag(J{0, ni), J(0, nh), ..., J{O. wi)) 

和 之 六 之 En 
| 


2 2 n=n. 
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相似 的 充分 必要 条 件 下 症 王 天 于 天 一 my 大 让 六 人. 


4 省 明了 两 个 Jordan 矩阵 


JJ 一 diagfJ(A1，mPiy，jJ(A2，72)，...， J(As, Ts)), 

7 = diag(J (XM, ni), TS, 5). .7 dO ne) 
相似 当 且 仅 当 s 王 二 有 旦 有 1，2,，...， 3 的 排列 红 , i2) .2 
使 得 


JOj， mm 一 JI 内 )1S5<s 
注 ”车 一 个 线性 变 措 (矩阵 ) 的 标准 形 为 
7 = diag(T (Mi, n1), J (2, 72 ), 六 各 省 训 JIA;, ns)). 


则 称 (入 一 Ai ，1 三 i 达 5 为 其 杆 等 因子 . 此 习题 说 明 ， 初 
等 因子 是 叭 一 的 . 


5 设 V 是 P 上 nn 维 线性 空间 . .AE EndV W 是 .4 子 空 
间 . 若 有 cE WW 使 得 全 = Le，Aa，A2a，...), 则 称 全 
为 和 4 的 循环 子 室 间 . 证 骨 :， 若 .lw 在 WY 的 某 组 基 下 的 短 
阵 为 Jordan 块 J[Xo, 1), 则 WW 是 A 的 循环 子 空间 . 


6 设 AEEndV 且 .A 让 VW 的 某 组 基 下 的 矩阵 为 Jordan 息 阵 
diag{ J{(A1, n1), J (A2, nz2), sg As ms ))， 


昌 E 半 7 了 时， A 和 i 关 入 试 证 ， 为 A 的 循环 ( 子 ) 空间 ， 
.4 的 最 低 多 项 式 与 4 的 特征 多 项 式 相等 . 


7 设 VV 是 复数 域 忆 上 nn 维 线性 空间 ， AE EndV. 证 明 V 
可 以 分 解 为 A 的 循环 子 空 间 的 直 利 


VV = Wi 二 .+W， 
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且 满 外 : 

1) .Ali 的 最 低 多 项 式 di(A) 为 4 的 特征 多 项 去 
2) dM), i=1, 2,..., tf—1. 

注 di{ 和 ,1 之 1 之 + 称 为 4 的 不 变 因 子 . 

设 V 是 复数 威 忆 上 nn 维 线 性 空间 4c EndVW. 试 寻求 妈 
的 初等 因子 与 不 变 因 子 之 问 的 关系 ， 由 些 证明 4 的 不 变 因 子 
是 唯一 的 . 

设 V 是 PI 上 En 维 线性 空间 A4EeEndV. 且 VV 是 有 4 的 
特 还 空间 ， 即 有 a EV 使 下 一世 (a， 4a，42a， ...). 证 明 
Ra、 Aca,，A2a，.,.，A"-la 为 区 的 一 组 基 . 并 求 A 存 这 组 
靠 下 年 阵 ， .4 的 特征 多 项 成 与 最 低 多 项 式 ， 

没 六 是 总 上 7 纵 线 性 空间 . A & Endy 证 明 : 存在 
4， .4 E End VY 满足 下 列 条 件 

ly A=As+t+An, .4 = AnA,; 

2) An 是 苛 零 的 ，.A4。 在 某 组 基 下 的 矩阵 为 对 角 十 阵 ; 

3) 存在 FA)，g(A) E CI 使 得 As = f(A), A, = g(4); 
4} 车 有 ，A E EndV 满足 条 件 1), 2). 则 必 二 
A A = A,. 

注 称 .As， .4 分 别 为 4 的 半 单 部 分 , 震 零 部 分 . 
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第 六 章 “多 项 式 矩阵 


本 章 将 用 多 项 式 矩 阵 的 语言 来 证 明 任 和 何 复方 陡 相 似 于 Jordan 
甜 阵 ， 而 且 阶 .Jordan 块 的 次 序 外 ， 这 个 Jordan 年 隆基 唯一 的 . 


6.1 允 项 式 和 矩阵 及 其 标准 形 


设 P 是 数 域 ， 入 是 一 个 文字 P[A] 为 PP 上 入 的 所 有 一 
元 多 项 式 的 集合 ， 以 PIA] 中 才 项 式 为 元 素 的 矩阵 称 为 多 项 式 矩 阵 
或 和 - 矩阵 .所 有 mm x nn 的 和- 矩阵 的 集合 记 为 P[ 和 "x*， 很 显 
然 P™*"*C PIA™*?， 如 同 P 了 上 算 阵 及 外 .4 对 ni 阶 包 项 式 方 阵 
一 样 ， 可 看 P[AJ™*" 中 定义 加 法 ， 减 法 ， 多 项 式 与 矩阵 莱 法 以 及 
PIA]™*x" 中 元 素 与 P[AJ"*! 中 元 素 的 乘法 ， 同样， 一 个 入 矩阵 可 
用 唯一 的 方式 表示 为 系数 为 P 上 惩 阵 的 六 的 多 项 式 ， 谭 且 加 法 与 
乘法 可 用 85.4 中 (5), (6) 的 形式 表达 . 

对 于 4(A) E P[Xj**", 行列 式 , 子 式 , 余子 式 , 代数 余子 式 及 伴 
随 矩 阵 概念 及 绝 大 部 分 性 质 如 同 P"zxm 中 方 阵 相同 .例如 ACM)AGOY* 
二 det 4( 和 )1,, 但 对 于 “可 道 ” 要 留心 一 些 . 

定义 1 设 4(A) € PIAJ”", 车 有 B(A) € P[AJ"*" 使 得 
同一 五 则 称 4(X) 本道 , BONA) 为 4fA) 的 道 矩阵， 记 为 
A(A)-1. 

定理 1 A( 和 A) e P[A]”**" 可 道 当 且 公 当 det A{X) = a 为 非 汰 
常数 ， 且 4(X) 有 唯一 的 道 矩阵 


-1_1 
A(A)-! = =A(A)". 
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并 且 ， A(A)-' 满足 ACQN71TA(A) = AODA0]T = 也， 
证 设 BB(A) EPIAP<2 使 A(A)BINA) 一 有 于 是 


det A(X} det 吾 {A) = 1. 


故 4d 二 det A{ 和 ) 为 非 零 常数 . 
反之 , 车 二 det 4( 和 ) 为 非 鹤 常数. 于 是 , A( 和 A)  E PX"*", 
且 
AOY AO) = AN)GGAN') = 


妈 4(X) 可 送 ， 有 叉车 AOJB(A) = 五， 周 
AO) AO) (A) BN) -TB 一 BO Oo 


秩 的 概念 是 P 上 和 矩阵 的 重要 概念 . 河 样 在 和 窃 阵 中 也 是 一 个 
重要 的 概念 . 

定 兴 2 A(X) € PIA™”， 如 果 40) 中 有 一 个 + 级 子 式 不 
为 零 ， 而 所 有 7 了 十 1 级 子 式 (如 果 有 7 了 十 1 级 子 式 的 话 ) 全 为 竹 ， 则 
称 4(A) 的 秩 为 了 , 零 矩 阵 0 的 秩 为 0. 4(X) 的 秩 沁 为 T(4{A)] 
或 rankA(A). 

若 4(X) E PIAJ"Y™ 可 道 ， 则 r(4(X)) = 于. 

与 上 人 掉 阵 不 间 之 处 是 rCA(AN) = n, 4A(A) 不 一 定 可 道 ， 如 
r{ 和 五 ) 二 ,但 入 本 不 可 逆 . 

初等 变 绚 与 初等 短 阵 对 于 卫 上 妹 阵 的 研究 有 重要 作用 ， 对 入 - 
符 阵 也 有 重要 作用 ， 

以 下 变换 称 为 和 - 矩阵 的 初等 变换 : 

1.。 将 .A(X) 的 某 行 ( 列 ] 匀 以 非 零 常数 . 

2， 将 本 的 基 行 ( 列 } 加 上 另 一 行 ( 列 } 的 p(X) 信 ， 这 里 
PN) E PIA. 

3， 将 A(A) 的 两 行 ( 列 ) 互 换 . 
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将 单位 方 阵 经 过 一 次 初等 变换 得 到 的 矩阵 称 为 初等 矩阵 
于 是 ， 有 三 种 类 型 的 初等 矩阵 : 


Plile)), cE P, c#0; PG, He(O))，PG A. 
初等 矩阵 可 逆 ， 逆 失 阵 仍 六 初等 和 矩阵， 县 


PU = Plile 
PEi, He) = Pi, 7(—#(X))), 
R(t 3 .P90) 


车 A4(A) € PIN™*n， 用 一 个 m 阶 初等 矩阵 左 乘 A( 和 ). 就 是 
将 4(A) 进行 相应 的 初等 行 变换 ! 用 一 个 nn 阶 初等 邱 阵 右 乘 A( 和 )， 
就 是 将 44(X) 进行 相应 的 初等 列 变 摘 . 

定义 3 A( 和 A 和)，BIA) EE PIAJ™"， 如 果 经 过 一 系列 初等 灾 
换 可 将 A4( 和 A) 化 为 BOA)， 罗 称 4 和 0) 与 BLA) 等 价 (相抵 }, 记 为 
A(N) ~ BIOA). 

出 于 初等 变换 与 初等 矩阵 的 关系 ， 我 们 知 有 4(2) ~ BIA) 当 
且 仅 当 存 在 于 阶 初等 矩阵 五 ， 玉 ，.， 交 及 n 阶 初 等 矩阵 
M1，Q@2，.,.，QWt 使 得 


BIA}= PB PANQIQ2 i. 


从 这 里 立即 可 知 等 价 (相抵 ) 有 下 烈性 质 ; 

TI. 反 身 性 ， A(X) ~ 4A(A). 

2 对 称 性 : A(A) ~ B(A), 则 BO) ~ A(X). 

3.。 传递 性 : 若 A(X) ~ B(A)，B(A) ~ CO 则 4 ~ 
CA). 

4， (A) ~~ 瑟 ( 和 A), 则 A{A) 元 素 为 B(X) 的 元 素 的 【多 项 式 ) 
组 合 ; BB(A) 的 元 素 为 A{A) 的 元 素 的 组 合 ， 

5. AQ) ~ BIA), rT(AN)) = r( BAO). 
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我 们 知道 ， 对 于 王 [A 有 ”中 于 阵 性 质 5 移 逆 命题 也 息 对 的 . 
但 对 于 和 A- 矩阵 却 不 然 了 ， 例 如 AD 与 五 的 秩 均 为 nn, 但 它们 不 等 
价 . 

为 了 讨论 两 个 和 害 阵 何 时 等 价 ， 我 们 可 用 初等 变换 将 入- 定 阶 
化 为 比较 简单 的 形式 ， 这 种 方法 我 们 在 定 埋 3.4.3 及 定理 4.6.2 的 
证 明 中 已 经 运用 过 了 . 

引 理 2 设 4 € PINmxn，4(ON 关 0， 则 有 BO < 
P[A™*? 满足 

1) 4(N ~ B(N), 

2) enti1B{A)|enti;B(M), 1 <i<m, 1l<i<n. 

证 因为 A(A) 关 0, 故 经 过 初等 变换 可 将 非 零 元 素 换 到 第 1 行 
第 1 列 的 位 置 . 故 不 妨 设 enti1A( 和 A) 0. 记 aij(X) = entijyA(X). 
若 有 ijt 和 A) 使 a11(3) jai;y(3), 此 时 有 三 种 情形 . 

1) i 二 1, 即 011( 和 ) fa1;( 和 A). 于 是 


a1;(A) = a11(Aq(A) 十 "(XM), degri(X) < degal 1(X). 


作 两 次 列 变 换 ! 第 j 了 列 加 上 第 1 列 的 -qn(X) 倍 ; 第 了 列 与 第 1 列 
互 换 ， 得 到 Bi{A) ~ A(X), 是 


ent1 1B1(X) 一 Tr1(A), 
2) 了 一 1. 即 Qlt(A) dai1(2). 于 是 
ai1(A) = a11(A)g2(N) + ra(N), deg r2(A) < deg ar1(\). 


先 将 第 i 行 加 上 第 1 行 的 一 qz( 和 A) 信 ， 再 将 第 i 行 与 第 1 行 互 换 ， 
得 到 Bs(X) ~ A(X), 且 


entl 1B2(2) == rz(A). 


3) atAjlanif 1 < 7 n; ane 1 <i<m: 
而 及 关 1，3 关 1 使 得 ell(A) 人 ii 人 设 ailfA 二 a11(X)g(X). 


， 93 . 
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贡 ; 将 第 7 行 肝 上 第 1 行 的 一 qt 和 ) 倍 ， 再 将 第 1 行 如 上 第 i 行 ， 得 
到 和 矩阵 Bs(X) ~ AIA). 且 
entl 1 Bs(A) 一 enti 1A(A). 
ent1; Ba(X) = a1;O)(1 ~ gl)) + ess(%). 
十 是 enti 1B3t 和 入) jenti ;Ba( 和 A), 这 是 情形 1). 
总 之 ， 可 得 到 41(A) E PIA]™"™, 满足 
AAYT ~ ATMA), degfentiidifAh < deg(enti1d4(A)). 
车 站 (和) 满足 条 在 2} 则 可 到 BX) = A1(X). 若 不 然 ， 重 复 上 奇 
过 程 ， 可 得 4atA) 一 4 一 六， 
deglenty 1A2(X)) < degtent | 1A1(A)). 
显然 ， 经 有 限 步 后 可 得 满 是 条 件 的 B( 和 ). . 
定理 3 设 4(A) € PIA]™*"，A(A) 天 0. 则 4(3) 与 下 所 形 
状 的 逢 阵 DLA} 等 价 ， 


di(^) 
do( A) 


D(A) = d, (A) 


其 中 下 之 1, ditA) 为 首 一 多 项 式 (1 i<<r), 且 
dX) |dir1 (A), 1 < 1 全 六 一 上， 

证 设 ail( 和 一 enty4fA) 由 引 理 2, 存在 B{(A) E PIA™*n 
使 得 A(2) ~ B(A), 且 B11(A)NB6i7(A), 其 中 B13 (和 A) = enti;B(X). 
设 

bly(A) = bli(A) Gg (AN), Bi(N) = 1(A)pi(A). 
. 74 . 
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将 B(2) 的 第 i 行 加 上 第 1 行 的 一 (A) 倍 ; 第 了 列 加 上 第 1 列 的 
一 gj( 入 ) 信 ， 得 到 C(A) ~ BIA). 里 
b11(X) 0 + 0 
0 
CN 
二 Ci(A) 
0 


其 中 CO) E PIA™-Dxtm-D), 其 元 素 为 B( 和 A) 的 元 素 的 组 合 . 于 
起 
有 1(X)|ent; ,C1 (XN). 


车 C4) 关 0, 则 可 对 CA 施行 初等 变换 ， 即 在 CIA) 的 第 
2 行 爹 第 m 行 ， 第 2 列 至 第 nn 列 的 初等 变换 ， 使 得 


pa 0 0 ... 0 
0 Cc22( 和) 如 i 0 
AN~| 0 0 | 
| Co 
0 0 


这 里 Co(X) € PIMN™ -2x(n-2), 


bi 1{X)|c2 zl A), ca2( Ment: 了 CA 


如 此 交 续 有 有 限 步 后 可 得 
di1{X} 
d2 (a) 
A(A)} ~ dN) 
0 
0 
dilA) dir1( A), lrFr—1, 口 


"ms 
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定义 4 设 4(》) € PIAJ™*"，A(》) ~ DIA).， DI[2) 满足 
定理 3 中 条 件 . 则 称 D(X) 为 A(X) 的 (等 价 或 相抵 ) 标准 形 ， 


di( 和 )， 由 (和)， .dr( 和 ) 为 4(A) 的 不 变 因 子 ， 
1—A 2A—1l 广 


例 1] 用 初等 变 挽 求 | 入 % | 的 标准 
下 2 


形 . 

解 以 4(A 一 、B(X) 表示 将 4(X) 经 初等 变换 化 为 BC 和)， 
并 在 一 ”的 上 方 与 下 方 标明 所 用 列 (c) 或 行 (7) 变换， 有时， 将 两 
次 【多 次 ) 初等 变换 并 作 一 次 ， 于 是 


1 21 和 A 
( A A2 和 


1 


1 2 一 1 A 
0 和 2 二 | 

( 从 皇上 二 了 
1 2 一 1 六 ca—(2A De 

(: A2 一 入 ) Ca 一 AAC 
By 
1 0 人 5 全 3 

( A 一 人 ) (一 1)ca 
0 
1 0 0 
0 A2 | £3— AC2 

[ be 是 一， 

[ 0 0 mt 
D 入 0 (—1)ra 
2 
1 0 0 
0 0 AC:+1) 


最 后 窍 阵 为 扩 求 标 蕉 形 . 口 
人 


TE CP 2 left en op ere 
i 
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习 题 


设 4 BO) € PIA™", 且 A4( 和 A) ~ B(A). 试 证 riA(%)) = 
PCA 让 
A(A} E 下 [tj "“”.、 试 证 下 面条 件 等 价 : 
1) A(A) 可 道 ， 
2) 4 = 五 声 :…… 吨 , 五 为 初等 矩阵 ; 
3) 4(A) 的 标准 形 为 二 . 
求 下 列 得 阵 的 标准 形 ， 


下 入 2X4 
Cm 3A 


2 0 
, 1 
(和 十 1) 
2 一 1 》X3 十 2 一 3 
4) A 3X—2 A*++3A— 中 
A2 入 一 2 | 
0 0 XA2 
0 A 二 让 站 
5) Ee 0 -1y 0 0 | : 
0 0 
0 1 入 
nr 0 和 十 2 2X 
6) A 2X 0 
a1 入 一 1 0 0 
2X—2 0 0 
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6.2 ”标准 形 的 唯一 性 


本 节 将 证 明 一 个 入 - 矩阵 的 标准 形 是 唯一 的 . 并 将 绽 出 两 个 入 - 
窍 阵 等 价 的 条 件 . 

定 光 1 设 A(Q) EPDJ™", r(A(MD) =7,. kEN,1<k< 
r. 和 AA( 和 A} 的 所 有 级 子 式 的 ( 首 一 的 ) 最 大 公 因 式 D(A(A)) 称 为 
A(X) 的 下 级 行列 式 因子. 


一 1 
例 1 求 0 AT 二 3 一 | | 的 行列 式 因子 . 
0 0 A+3 
解 ” 以 A(X) 表示 上 面 矩阵 ， Di(X) = Di(A(2)). 由 
enti2A(A) 一 一 1， 凡 (AI) 人 3 ) ~ 1, det A(A) = (X+3), 


知 Di(A) = D2(X) = 1，Ds(X) = (A+ 3)°. 
例 2 设 di{(A)|diri(X), t= 1, 2, "TT 1. x 
CA) 
Ge2 Ai 


4(A) = 0) 


则 有 (A) 的 下 级 行列 式 因子 为 


ditAdatA} :dilA) 1 上 rT 
证 显然 (1， tk) 天 【71， 了 HB 寺 ， 或 k> r 时 ， 
A() (于 ) ==0. 面 kSr 时 
ji jk 
1 -Ek 四 加 
A) eA 
,78 . 
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Hi 于 < 了 之 了 时， (A 和) 项 结 认 成 斌 ， 口 
引 理 1 设 4 后天 则 A4(A) 经 过 初等 变换 后 ， 其 行 
列 式 因子 不 变 ， 
证 ”我 们 只 需要 证 明 (A) 经 过 一 次 初等 行 变 欣 行 到 忒 因子 不 
变 就 可 以 了 . 
1) BAY = Pife4A 此 时 4 二 PGi(e TD)BOY. 此 
时 B{A) 的 大 级 子 式 或 为 4A(X) 的 大 级 子 式 ， 或 为 A(A) 的 大 级 
子 式 的 c 售 ， 即 BB(A) 的 开 级 子 式 是 A(A) 的 下 级 子 式 的 组 合 . 故 
Di(A0))IDe(B(A)). 反 过 来 也 成 立 ， 帮 Ds(A12)) = Pa{B(X)). 
2) BO) = PGi, 7)40), 此 时 AA) = PG 站 BO)， 此 时 
B(2) 的 上 级 子 式 为 44(A) 的 下 级 子 式 的 士 ] 信 ， 鼓 D(A(2)) = 
Di(B(A)). 
3) 如 果 
BA) = Pli, I(EN AA), 
则 
AIA) = PI, 3(—P{A))) BA). 


此 时 恕 (和 X) 的 让 级 子 式 或 为 44(A) 的 天 级 子 式 ( 当 此 子 式 划 去 了 第 
i 行 ) 或 为 4A( 和 A) 的 一 个 上 级 丁 式 加 上 另 一 卡 级 子 式 的 士 ef(A) 信 
( 当 此 子 式 未 划 去 第 i 行 ). 总 之 ， B(X) 的 二 级 子 式 是 4(X) 的 上 
级 子 式 的 组 合 ， 故 


DEC AAONIDEL BAN). 
反之 ， 4(X) 的 上 级 子 式 也 是 B( 和 A) 的 有 级 子 式 的 组 合 ， 于 是 


RADAR 


DatA(N)) = Del B(A)). 口 
定理 2 设 4(A)，B(X) E 王 [和 天 < 则 F 面 三 个 条 件 等 价 . 
二 
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1) A(MN ~ BOY): 
2) DAN = DABON, k=1.2,... 
3) 4(A) 与 BCA) 和 站 相 辣 的 标准 形 ， 即 有 相同 的 不 变 国 子 . 


证 3 = 全 1) A4A(X),，B(A) 有 相同 标准 形 DAY, 即 A(X) ~ 
DA). BN) ~ DA). 邦 4A) ~ B(3). 

1) = 全 2 4( 和 ~ B( 和 ND, 即 对 A(X) 施行 初等 变换 可 将 4(X) 
化 为 (A, 由 引 理 1 知 Dx(A0)) = Di(B8(%)). 

2) 二 > 3) 车 D(A(2D) 二 Da(BIA))， 此 二 1，2,， …, 设 
A(X)，B(X) 的 标准 形 分 别 为 


di1(2) 
d2{2) 


A1A) = dX) ; 


Bi(X) = eal A) 


故 及 (A) ~ 二 和 )，B(A) 一 有 (于 是 
Pt = Dxr(A1(N)) = Del A(N)) 
= Det BI = Da( BI1{N)). 
由 例 2 知 7=s, 且 下 >7 时 D(A)=0;1<k<r 时 
Di(N) = di (Nda(N) CFA) = el(A)jea(A) er(A). 


. 80 . 
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于 是 有 
di(X) = e1{X) = D(X), 
G2(A = e2(A) = Dol A DIAN), 
ee 
A1{A) = Bi (XN). 口 


推论 1 4(A) 的 标准 形 是 唯一 的 ， 
推论 2 设 4(X) 的 行列 式 因 子 为 ，D1(A), Da( 和 ),..., D(X 和) 


0,,., 则 
1) (1 < ir 时 DAND;). 
2) D1( 和 A)，D2( 和 /D1( 和 A)，…，D(A)/D,._1( 和 XA) 为 不 变革 
于、 口 ] 


定理 3 设 4(A)E 卫 ?< 则 4(A) 可 北 的 充分 必要 条 件 是 
4(A) 可 表 成 初等 矩阵 的 滋 积 . 

证 ”由 于 初等 算 阵 是 可 道 矩阵 ， 故 4A[X) 车 是 初等 条 阵 的 积 ， 
则 必 可 道 . 

反之 . 若 A{A) 可 道 ， 则 由 定理 1.1 知 det 4(A) 为 非 零 常数 ， 
大 Da{AtA)) 二 二 于 是 由 定理 2 的 推论 2 知 Di(A(A)) = 1,， 1< 
nn， 和) 二 1，1 之 1 之 n, 因而 A(X) ~ 刀 . 即 有 初等 矩阵 
五 有, 久久 ;使 得 


有 和 二 天 


为 初等 矩阵 之 积 . 图 
推论 4fA), B(A) E 卫 [人 mxm. 则 A(X) ~ B(A) 当 且 仅 当 存 
在 可 道 的 mm 阶 方 阵 P(A), n 阶 方 阵 (和 A) 使 得 


BO) = POIAONIQIN). 


由 等 价 定义 及 定理 3 此 结论 成 立 . 口 
. 81 . 
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1， 求 下 列 奸 阵 的 行列 式 罩 于 二 不 变 因 也 . 


入 一 了 一 ! 
| 0 入 一 2 
0 0 
入 一 ] 0 
0 入 一 1 
0 0 入 
5 4 3 
入 十 上 已 
一 站 A++a 
0 0 
0 0 
0 0 
0 1 
0 入 十 之 
入 十 22 U 
入 
一 ] 入 
—1 
.3 


答 阵 相似 的 条 件 


这 节 我 们 由 多 项 式 和 矩阵 的 方法 来 讨论 P*** 中 矩阵 相似 的 条 


忻 . 
.82 ， 
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定义 1 设 4€P"Xx". 称 和 AL, 一 AEPIA"™™" 为 4 的 特征 
和 矩 阵 ， A 五, 一 4 的 不 变 因 了 为 4 的 不 变 因 子 , 和 1 一 和 4 的 行列 式 
因子 为 4 的 行 到 式 因子 . 

引 理 1 设 4 € PY" UA V(X) EE P[AJ*， 则 存在 
QD). RA) E PA"™，DUo. Vo € P"*" 使 得 


UM) 一 (A 也 ) 忆 (AI) 十 L20， {1) 
VO) = RO — A}+ I. (2) 


证 设 
UN) = ATDot A D+ Dn + Dn, De Pn. 
车 Yi 一 U， 则 QA) 一 0, {i 一 Dh 一 DUA). 
设 > 0, 今 
(A) = Am 1 Go 十 Am 人 eb 和 Dn 2 十 Wm_1; 
其 中 toi 是 待定 的 PP"**"7 中 方 阵 .， 于 是 

A — A)QIN) 
= A + A (Q1 ~ AQo) + 
tA™ (QE 一 4Qe +-- 
十 Am 1 AWm_2) isi 


因而 只 要 取 
(on0 = Dh 
1 = Di AQo, 
他 2 一 Dy+ AQ!, 


和 


和 


| -= Dm-_l 十 Aw,_2,， 
Uo = Dm 十 AQWm-_1 
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就 可 以 了 . 用 类 似 的 方法 可 求 得 REA) 与 Yo. 口 

定理 2 A, BE P™". 则 4 与 已 相似 当 且 仅 当 五 一 44 
与 AIn 一 如 等 价 ， 即 有 相同 不 变 因 子 . 

证 著 4 与 已 用 似 , 则 有 了 E Pnxn ,了 可 道 使 了 47 = B. 
于 是 THX, 一 A)T = A 一 B. 由 定理 2.3 的 推论 知 和 ,一 A 
与 AJ, 一 B 等 价 . 

反之， 设 Aj 一 入 与 An 一旦 等 价 . 由 定理 2.3 的 推论 知 ， 
有 可 道 算 阵 CA), V(X) E P[M"**x" 使 得 


A ~ A= UO - BVCAY. (3) 


由 引 理 工 知 有 R(A) € P[ 和 J**x", Vo < Paxm 使 (2) 成 立 . 再 由 (3) 
可 得 


UM (A — A) = (MF — BRONAT, — A}+ Wh), 
即 有 
(UO -Ah BRONGD 一 4 一 (有 一 互生 
比较 上 式 两 边 的 次 数 ， 可 得 
T= U(X) (Mh — BRGY) E Pn. 
因而 有 
(AT 一 下 一 TAI — BROY. 
区 有 2A) E 王 | 人 ”Do € P"*" 使 得 {1) 成立， 于 是 
hh = TONTTEOANOAET 一 瑟 ] 吾 (入 
= UT+OD— AIVGO)-IROY 
= (~ AQO) + UT + A — AYV (ALIROA) 
= UoT+ (A — ANQOIT + VT RON. 
. 84 ， 
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比较 两 边 的 次 数 知 


QOIT + VIO)RGA) = 0, 
UoT = 五 ， 


即 Uo 可 道 , 且 了 = U9 E P"xn， 得 由 ( 们 可 知 太 = 了 T 了 .上 
丰 二 TT-1BT. 即 4 与 B 相似 . 口 
推论 1 设 4, 吾 EPnrxem, 则 和 4 与 吾 相 似 当 县 仅 当 4 与 吾 
有 相同 的 行列 式 因 子 . 
这 是 因为 不 变 因 子 由 行列 式 因子 决定 之 故 . 口 
推论 2 设 4, BeP"*",; 记 , Qo € Pn"xr*, 于 


和 二， 一 妆 二 (Am 二 B)}Wo, 


则 三 ， Qo 可 道 , 上 且 Qo 二 三!; 4 与 B 相似 . 
比较 入 的 系数 即 可 . 口 
由 定理 3 及 其 推论 1 知 ， 下 面 定义 是 合理 的 . 
定义 2 设 V 是 PP 上 nn 维 线 性 空间 .A&E EndV. al oo， 
.en 为 的 基 . 称 


Mt{A; Cl 2, .0 crn] 


的 不 变 因 子 ， 行列 式 因 子 为 4 的 不 变 因 子 ， 行 列 式 因 子 . 
定义 3 设 抽 (A), dz()，...,， dn( 和 A) 为 A EP"xn (或 线性 
变换 .4) 的 不 变 因子 .又 


dM) = pT pA pr Or 1 Zi<n, 
这 里 各 7 之 0, 3 天 二 时 ， (ps( 和 A), pi( 和 )) == 1, ps(X) 是 不 可 约 的 首 


一 多项式 ， 则 称 {pj 和) 1 i<n, 1<j<r， ki 之 1} 为 
4 (或 A) 的 初等 因子 . 
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显然 , 出 Aldi (XA) 及 det(AD 一) 二 di( 和 A) -dt 和 A) 可 
以 得 到 
ki; < kay Se hn; 1 Ei) 
Fp; OY) = det (Xn ~ A): 
£7 
Skij deg pj(N) = 
Li 
例 1 设 AE€ C32x12 的 不 朗 因 子 是 


1, 1 A 1), A120+D, (A- 1+ +1). 


则 4 的 初等 因子 为 (A 一 1)?2, (一 1 (A 一 1)?, 入 十 1, 入 十 1 
(oe Vv—1)”, (A 十 v—1)°. 
定理 3 设 4, BEP"™™*"*. 轴 4 与 BB 相似 当 目 仅 当 4 与 BB 
有 相同 的 初等 因子 . 
证 堵 有 4 与 BB 相 航 ， 则 4 与 如 有 相同 的 不 变 因 子 . 出 内 式 
分 解 唯一 性 和 4 与 瑟 有 相同 的 初等 因子 . 
有 反之, 阁 肆 与 占有 相同 的 初等 因子 . 可 按 降 胎 次 序 排列 如 下 : 
D1(A) 1，BDI(A) 1 .Pi 
Pa 和 ) :42， Do[A) 32， .Pa(A) "22: 


pA pr (OA), pr OA), 


这 里 hy hoy kj 1 <I<r n+l<i<ny 


pi) = I pA ] <i<n, 


了 一 人 
于 是 而 Odi 和 A). 1<17<n 一 1 因而 而 (X), …, di( 和 为 4 
与 BB 的 不 变 因 子 . 基 采 与 BB 相 亿 . 口 
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例 2 设 A4€R"*?. 4 的 初等 因子 为 
(XC— 1), (2 — 1)”, [一 I (2 十 5)， (AX? + 5)”, 入 十 入 十 1. 


试 求 nn 及 4 的 不 变 因子 . 
和 解 nm 一 LI 二 2x1l1 十 2x1 二 2 二 2Xx2 二 2 一 13. 
妈 的 不 变 困 子 为 
di3(A) = (入 一 1)2(A2 十 62(A2 十 入 十 卫 )， 
diz(X) 一 (一 1 {a 十 55)， 
di1 (和 ) 二 入 一 | 
dig(A) = do 人 ON = 一 而 (全 =1. 口 


一 般 ， 将 4 的 特征 气 阵 和 I 一 4 化 为 标准 形 ， 然 后 求 初 等 国 
子 较 麻烦 . 下面 定理 使 求 初等 因子 较为 简单 . 
定理 4 设 A4€P"*?， 有 4 的 特 生 矩阵 和 Ah 一 和 碌 等 价 于 对 角 容 
阵 
D(A) = diaglhi(N), Ra(A), (Ah 
其 中 hi( 和 A) 是 首 一 多 项 式 ， 县 有 因 式 分 解 


hi(M) 一 PIT potA) (AT 人 


证 ”显然 D(X) 的 天 级 行列 式 因 子 Di(X) 是 


则 妈 的 初等 因子 为 {p;(A}"i|my; 之 1}. 


{Ria(ARia(A) Ril 


的 最 大 公 因 式 . 现 将 mjl，mj2，...，Mmjn 按照 递增 顺序 排列 为 


rf 上 二 
Ml 7 mjn. 于 是 有 


Dl) [pO tt 
j=! 
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因而 DL 和 A) 的 不 变 因 子 为 


dM) = Tp Oi k=1,2,...,%n. 


j=1 
故 4 的 唐 等 因子 为 


{py ™ mai’ > 1} = {p; (Ni mss > 1}. D 


习 题 


1 设 4E 了 BE ”证明 4 与 4 相似 . 


2 设 4， 中 41， 咏 EPE 且 4， 4 可 道 . 证 明和 A 一 B 
与 入 41 一 BB1 等 价 的 充分 必要 条 件 是 存在 可 道 矩 阵 已 马上 
Pn™*x"™ 使 得 441 一 PAQ, BI 一 PBO. 


3 设 g() € PIN 4E P"*x"n， 又 g(4) = 0， 试 证 存 看 
P(A)，Q(A) E PIAJ"*” 使 得 gf 和 A) = (A 一 A}jQ(X) = 
有 ROOT — A). 


4 设 4EProxn 又 Di Do DA 为 和 一 用 的 
行列 式 因 子 . 试 证 存在 B(A) E P[A]J"*” 满足 
1) Di(B(A)) = 1; 
2) Ql A)* = D1)BO). 

5 设 4EPnxn. di( 和 A), dz( 和 ),.……， dal 和 A) 是 4 的 木 变 因子 
证 明 dn(X) 是 A 的 最 低 多 项 式 ， 

,88 . 
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—b 
6 让 abeRs 有 of<db 又 A2= (9  )- 求 2n 阶 实 方 


1 
隆 
A 
| 
TI» A 
的 不 变 因 子 与 初等 内 子 . 


0D 
7 设 A EP"x", 有 为 准 对 能 外 阵 4 二 和 po 试 证 4 的 


初等 因子 为 41, A2 的 初等 因子 的 并 . 


6.4 复方 阵 的 Jordan 标准 形 


复 Rn 阶 方 阵 
J 二 diag(J (A1. k1), J (XN2, Kk2), 9 J (As, Ks)). (1) 
这 里 
A 
JU hi)) = E Chixk, 


i 
称 为 Jordan 答 阵 , 2A(Aj, i 称 为 Jordan 块 . 
引 理 1 jordan 矩阵 (1) 的 初等 因子 为 (A 一 入 ,1 之 i 之 5. 
证 显然 det( 和 lk 一 JN i)】 二 (和 一 和) 而 和 1h 一 
J(Ai, Ri) 中 有 上 一 1 级 子 式 
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一 [ 和 一 如 
一 1 有 一 
-， . = 《一 1 一 1 
2 
| 
故 J( 和 i，k)】 的 不 变 因 子 为 1，…，1，( 和 一 入) 和 赴 J (A 和;，k) 
的 初等 因子 为 (一 Xi) 名 ， 于 是 由 定理 3.4 知 了 的 初等 因子 为 
(A A 1 <i<a. 口 
定理 2 两 个 Jordan 给 阵 
J1 = diag(t J (A1, Ri), (A2, Ro), i J (Ns, ks)), 
J2 = diaglJ (gp, 1), J (2) t2), 1 J (pt, a)) 
相似 的 充分 必要 条 件 是 s 二 1t, 且 经 适当 排列 后 
PE 


证 ”由 引 理 1 知 五 ， 胞 的 初等 因子 分 别 为 {( 和 一 入 |1 苹 
i 之 3}，{A 一 由 | < 了 <. 于 是 由 定理 3.3 知 定理 成 立 ， 口 

定理 2 也 可 儿 述 两 个 Jordan 目 阵 相似 当 且 人 忆 当 它们 所 合 Jor- 
dan 块 除 次 序 外 是 相同 的 . 

定理 3 设 4ECnn 则 4 相似 于 一 个 Jordan 和 詹 琵 ， 且 
这 个 Jordan 矩阵 除 Jordan 抉 的 次 序 外 是 唯一 的 ， 它 称 为 4 的 
Jordan 标 谁 形 . 

证 设 4 购 初 等 因子 为 (一 JJ 和 ， (入 一 os 于 是 有 4 
相似 于 


J 一 diag(J(A1, k1), JUA2; k2), 0 J{As, ks)). 
由 定理 2 知 除 Jordan 块 的 次 序 外 ， J 是 瞧 一 的 口 
玫 线 性 变 绕 的 观点 ， 定 理 可 叙述 为 


， 90 . 


Maked by freekaoyan.com 


Bs sec he ee rsd 


www.freekaoyan.com 


定理 4 设 是 复数 域 C 上 mn 维 线性 空间 . A € EndV. 
则 .4 在 站 的 某 组 基 下 的 和 矩阵 为 Jordan 和 矩阵， 且 此 Jordan 和 矩阵 
只 Jordan 块 的 次 序 外 是 唯一 的 . 口 
例 1 设 4ECl2xl. 且 4 的 不 变 因子 是 


2 2 2 了 2 
1 1 DoD, D1), (X17G+ D+1)., 
9 个 
试 求 4 的 Jordan 标准 形 . 
解 ” 由 4 的 不 变 因子 求 出 4 的 初等 因子 ，( 和 一 1)?, (和 一 1)2， 
(2 一 1 了), 入 十 1 和 十 1, (A 一 v= 了, (M+V-=D2. 故 4 的 Jordan 
标准 形 为 


diag( 41， 入 1， 1 —1], = A2, AA:), 


其 中 
_/10 

i (1 交 

ps 6 0 ) 

业 一 1 /1 9 
4s=( 0 ) 

人 轩 
一 上 一 2 6 
例 2 求 和 44= (= 0 :| 的 Jordan 标准 形 . 
一 1 —1 4 


解 ” 将 4 的 特征 算 阵 帮 初 等 变换 
入 十 1 2 6 
AJa—A= ( 1 和 A = | 


1 1 入 一 旺 
— 10 AAA- 一 1 一 入 十 1 
0 一 A 十 1 -A2+3A—2 
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1 0 U 
-[( 入 一 一 入 十 1 


0 0 一 2 十 2 一 1 


1 0 0 
-| 入 一 1 0 . 
0 0 (1) 


由 此 得 4 的 初等 因子 为 入 一 1，(X 一 1)*. 因而 4 的 Jordan 


标准 形 为 
1 0 0 
| 1] D1. 口 
0 1 1 
注 ”有 有 的 书 将 

AD 1 

A0 1 

和 0 


时 做 Jordan 抉 ， 然 后 相应 地 定义 Jurdan 第 阵 ， 本 节 的 结论 仍然 
成 立 . 

习 题 
1 求 下 列 复 方 阵 的 Jordan 慰 谁 形 


寻 1 DD ] 2 3 4 
一 生 一 0 0 1 1 2 3 
! 了 1 2 1 | ” 2 0 0 1 21° 
一 了 -8 一 1 0 0 0 0 1 
1 一 苇 个 3 1 一 了 3 人 3 
2 6 0 13 —2 —6 0 13 
3) 0 -3 1 3|: a 0 -3 1 31|° 
一 2 0 8 一 4 一 4 人 8 
5) 由 ECTm entisA =entsaA=-:..= entn_ 1n 凡 一 工 ; 


entn1 二 0; 其 它 entiy4 二 0. 
02 . 
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入 人 0 
2 «4 A 0|. 求 A. 


0 1 A 
3 求 J{Ao, nn 此 . 


4 设 4E 及 "nx 试 证 A 相似 于 下 面 形 状 的 准 对 前 丰 隆 
diag{ Bi1, Bo, '*:, Bs), 


其 中 B, 或 为 Jordan 顷 .TAi, mi), 或 为 


LD 
且 oz < 45;， 侧 且 除 Bl1，B2，……，B。 的 排列 次 序 外 ， 上 述 
形状 的 矩阵 是 唯一 的 【 称 为 4 的 标准 形 ). 
5 设 4= 民 了。 1 求 J(》, OA 
4 一 工 


6 设 J 了 为 n 阶 Jordan 和 矩阵 , 则 7 可 写成 一 个 复 对 称 与 一 个 实 
对 称 算 隆之 积 . 


7 “证 明 尾 一 复方 阵 可 写成 两 个 复 对 称 夭 阵 的 积 . 


。 人 本 : 


ht rE ai 
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第 七 章 ”Euclid 空间 


线性 空间 的 两 种 运算 反映 了 空间 问 量 的 两 种 运算 一 阿 量 加 
法 , 向 量 与 整 的 屁 法 的 规律 . 但 是 空间 品 量 间 另 外 两 种 重要 的 性 质 ， 
四 量 的 长 度 及 呵 量 间 的 夹 角 在 线性 空间 理论 中 并 未 得 到 反映 ， 这 两 
种 性 奈 无 论 在 实际 上 或 是 在 理论 上 其 价值 怎么 估计 也 不 过 分 ， 本章 
将 讨论 反映 这 两 种 性 质 的 线性 空间 ， 即 Euclid 空间 . 


7.1 Euclid 空间 的 定义 


空间 (或 平面 ) 中 两 个 向 量 的 长 记 及 夹 角 间 的 关系 突出 地 表现 
为 余弦 定理 - 设 O， 书 @@ 为 空间 中 三 点 , 令 @ = OP，8 = 
OQ, 7 二 @P, a, 8 间 末 角 为 4, 由 余 荡 定理 知 


bP = loaf + 438) — 2lallBleos 4. (1) 
2 


2 


以 避 为 原点 建立 直角 坐标 系 {O; 21，e2，s3}， 设 Qa= 
{1 Yi， z1)', d= (zx2, V2, 22》 于 是 了 = (zl I21 HL 一 
VY2, 21 一 22) 。 


. 94 . 
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因而 由 (1) 可 得 
《zl — x2) 十 (oa 一 8 六 十 (zl 一 2 
二 2 十 谍 十 如 十 腻 十 妃 十 奏 一 2lallBlcosA. 
因此 ， 
lallBlcos A = TIT2 二 ViVs 二 2Z122. (2} 
这 样 , 对 于 一 对 向 量 a, 号 有 一 确定 的 实数 |al|81cos 4 与 之 对 应 ， 


即 得 到 一 个 以 向 量 为 自 变量 的 二 元 国 数 ， 记 为 (oa 8) 或 a 此 
数 称 为 a 与 3 的 内 积 ， 从 {2) 知 


to 3) = (8, o), 
(ki1a 十 Rocra, 月 ) 一 Ri{o1, 3) 十 Ko2l a2, 8), 
(a, a) 之 0, 


且 等 号 成 立 当 旦 仅 当 0G = 二 0, 紫外， 还 有 
(a, A) = aj, 
cos A= (m, B)/lallBl 


从 土 面 前 三 个 性 质 ， 抽 象 出 下 面 一 类 数学 对 象 . 

定义 1 设 玉 是 实数 域 及 上 的 线性 空间 . 了 上 的 二 元 实 函 
数 (a，B) 如 果 满足 

1) 对 称 性 ， (&, 8) = (8, oa), Ya, B EV. 

2) 线性 性 ， (Kel 十 天 Ca， 3) 一 1 《Ge1 ， 3) 十 kzl 02, 3). 
VYhi, ka ER, ol, a2, HB EV. 

3) 正定 性 ， (ay ce) > 0 而 且 {Qa, a) = 0 当 且 仅 当 a = 0. 
则 称 ta，8) 是 Y 的 一 个 内 积 ， 定义 了 内 积 的 实 线 性 空间 叫做 
Euclid 空间 . | 

例 1 记 R*= Ri*X", 在 Rr 中 定义 


(oa 8) = aB ya Pe Rr”, 
- 95 . 
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8’ 为 8 的 转 置 ， 则 (a, 3) 为 内 积 ， 县 ”为 Euclid 空间 . 
事实 上 ，a8’ ER'*! 一 RR, 且 
(a, PB) = (a8") = Bo = (8, %) 
{kia + kadQ2, 3) 一 人 1G1 十 kzG2}3 
= kad + kaa2sd 
= (lo, B) + kolo2, H); 


记 二 (01 02， .Qn). 页 
他 
(a, a) = 2 ,of > 0. 
dl 


及 (a 4) = 二 0 当 和 且 仪 当 al = 二 qa2 = 二 = 二 0 二 山 即 = 二 0. 口 
一 般 说 R” 为 Euclid 空间 时 ， 均 摸 例 1 中 所 定义 的 内 积 . 
例 2 设 [a, 引 为 闭 区 间 . 令 Y = Clc, 如 ) ( 见 例 4.3.5). 在 
VW 中 定义 


b 
(f, 9) = / Flzjg(lzjdr vyf 9 eV 


由 (Ff, 9) 为 WW 的 内 积 ， 玉 二 C(la, 到) 为 Euclid 空间 . 
事实 上 ， 首 先 有 


b b 
(f, 9) = / f(z)g(z)dz = f oz)f (rdr = (9, f). 


又 若 Rl, ko 二 R, is 请 ， 元 WY， 出 ] 
| 
(kfi + hafa, 9) = f Cf (2) + kafalz))g(z)dr 
b 出 
= f 户 GjgGzjaz 二 局 人 FlzjgGzjdz 
= ki(fi, g9) + kal fe, 9). 
. 96 . 
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最 后 ， 时 然 ， 
(fF, f) = / f?(z)dr >0, 


当 且 仪 当 f(z) 一 0 时， 信访 一 小 口 
例 3 设 V= RIz). 任 取 一 区 间 [a, 中, 在 Y 中 定义 


(p(x), g(z)) = A p(x)g(z}dz, 


加 (p{z)，9(2)) 为 了 的 内 积 ，Y 为 Euclid 空间 . 本 

从 例 3 可 以 看 出 , 让 一 个 实 线 性 空间 中 可 以 定义 不 同 的 兴 积 使 
其 成 为 Euclid 空间 . 

Euclid 衬 间 中 药 内 各 有 上 忆 东 人 性质 ， 

1 {ao, Fi + a} = Ea, 9) 二 天 人 

攻 内 积 定 关中 的 对 称 性 及 线性 伍 闻 本 得 此 性 质 . DD 

这 个 性 质 说 骨 内 积 不 仪 对 第 - -个 变量 ， 调 月 对 第 二 个 变量 部 直 
线性 的 ， 因 而 内 积 有 具有 双 线 性 性 . 

2 (9, 21= 9, 0 和 全 二: 

3 {Qa) > 0 故 va ea] 有 意义 ， 称 为 ae 的 长度, 记 为 
ial. 显然 

Ika| = | 及 | 着 Ek ER, o ct. 


la|l = 0 当 且 公 当 和 = 0. 
事实 上 ， |ka| = Vka, ka) = VRi(a, cj = kl|al. 
lal=0 妇 (a, 0 =0, 妈 a= 人 0. | 
车 天 0, 则 疝 a 的 长 度 为 1. 店 & 称 为 a 的 单位 化 . 长 度 
为 1 的 问 量 称 为 单位 向 量 . 
定 奸 ] 设 玉 六 Euclid 空间 ， 则 


l(a, PB) < lallBl, ya B eV. (3) 


而 且 等 号 成 立 当 和 且 仅 当 立 与 月 线性 相关 . 
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{ 注 (3) 称 为 Cauchy 一 ByEAKOBCKMi 不 等 式 .| 
证 (3) 等 价 于 


(a, Bla, B) < (oa, a)(B, B). (3") 


若 2 = 二 0, 上 式 自然 成 立 ， 此 时 ， 取 等 号 . a, 如 二 0 线性 相关 . 
着 六 关 0, 故 (5, 5) 之 0- 于 是 


(@ B), (a, A) 
i ss 可 入“ 18 4 


四 (a DA 
9 ,+ (部 | (8, A) 
es 6) 

Sr 


因而 (3') 成 立 . 
若 (3) 取 等 号 ， 则 a 一 迄 别 8 = 0, a, 有 线性 相关 ， 
反之 ， 设 a 6 线性 相关 ， 即 a 二 kB. 于 是 
(a, B) = (8, 0) = (59 kB)(8, B) = (a, a)(8, 6), 


即 (3 成立. 口 
将 这 个 定理 用 于 例 1, 例 2 中 的 Euclid 空间 则 分 别 得 到 
推论 1 设 Qi， bi ER,i=1, 2,，…-, 风 ， 则 


9) 9)” 


t=1 +=] 


9 


> cbs 


i=1 


推论 2 设 f(x), g(xz)} Ee Ct{[la, 可 ). 则 


b U2 fo 
< ( f Pear] ( / ?jd ) 


12 


Bb 
/ ffzjg(zjda 
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定理 2 设 六 是 Euclid 空间 ， a 8 € VV, 则 下 曾 三 角形 不 
等 式 成 立 . 


le + 8| < [al+ 有. (4) 
证 事实 上 
lat+B = (a+pb,a+B) 
= {a, oa}+2(0, D+ (8, 及) 
< loaf +2lallal + 18 
= (lal+ 18|)”, 
故 (4 成立， 口 


在 几 何 学 中 三 角形 不 等 式 是 对 三 角形 很 粗 的 刻画 ， 对 三 角形 精 
确 刻 醉 是 余 防 定理 ， 但 须 用 到 夹 角 的 概念 ,注意 当 a 了 关 0, 8 关 0 
时 ， (3) 可 以 表示 为 

(a, J 


laa 


由 此 可 引入 下 面 概念 . 

定 流 2 设 Qa， 请 为 Euclid 空间 VW 中 二 非 零 向 量 . 则 称 
‘a, BY) = cos” | 2 全 ,0 < (a, 8 大 让 为 口 与 后 的 夹 角 . 

定义 3 设 a, 8 是 Puclid 空间 7 中 两 个 向 量 . 若 fa 8) 二 由 
则 称 a 与 如 正 交 【相互 垂直 ). 记 为 上 9. 

显然 ， 0La，vwa EW; ae 当量 仅 当 a 二 az0Bz= 
U0， a 上 #9 当 且 仪 当 之 a, 4 > 一 3. 

定理 3 (余弦 定理 ) 设 a, 8 为 Euclid 空间 两 个 向 量 ， 则 


le — BP = la +187 -2lallBl costa, 8). 
证 ”事实 上 
le- 及 = (a- 6,a-B) 
,99 . 
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(a a) + (8. HD) — 2(0, P) 
(0, 8) 

= ol? + BP -2lalBlgl 

= la + |8P -2lollBleos(a, 8)- 


1 


口 


定理 4 (多 股 定理 ) 设 ly C2 OR 为 Euchd 35 全 间 V 中 
向 量 ， 且 i 关 了 时， (Gi, Qj 二 0. 则 


ioa + aa + + orl = ol? + ozs + + loxrl. 
证 事实 上 


laa 十 aa 十 … 十 上 | 


ee -二 Qk; G1 十 02 十 :十 Cj 


= = C2 oj 


1 二 了 一 工 
[2 Th 
= (0 a} > | 
t 二 1 zi 品 ] 


习 题 
1 在 RR? 中 定义 下 面 六 种 二 元 函数 ， 试 间 及” 对 电 些 是 Euclid 
空间 .这 里 ea = (a1, @2), 8B = (bi, b2)- 
1) (ea 8) = arbs + azb1. 
2) (a, 加 一 (al + oo)bi 十 (al + 202)b2. 
3) (a, =adb 十 cz2p2 1. 
4) (ay 用 = al 和 — azby. 
5) (na， 辣 一 3albl 十 502p2， 
6) {a, 0) = paibi + ge2b2, p, I ER. 
: 100 . 
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2 页 及 "xn” 中 定义 二 元 函数 (4,，B) = tr(4B"), YA,B e 
R*x”. 证 明 Rnxn 对 此 二 元 函数 为 Euclid 空间 . 


3 设 呈 ={ae=(ayaz .lateR Soc<col. 在 末 中 
zz 一] 
定义 加 法 ， 纯 虹 乘 法 及 二 元 函数 为 


已 十 站 ka1 十 加 1， 62 二 52，…)， 
有 
(oa, 8) = > aib;, 
=] 


这 里 二 (a1) 全) 3 = (b1, ba, EH, keR. 试 
证 吾 是 一 个 Euclid 空间 ( 称 了 为 Hilbert 空间 ). 


4 在 R* 中 对 道 常 的 内 积 {即便 1 中 的 内 积 ), 求 a9，B 闻 的 来 
角 . 
1) a={2,1,3,2), 8= (1,2,—2,1). 
2) a= (1 2,2, 8), = (3,1,5, 1). 
3 过 二 Ty 1 2)， 六 总 (3, 1, —1, 0). 


3 设 a, 8 是 Euclid 空间 中 二 向 量 . 称 dia, 8)= [a-8| 为 
0 三 避 则 的 距离 . 试 证 


da, B) — dB, %) & da, ») < dla, 8) + d(B, Y). 
6 设 aa， as，…，am 为 Euclid 空间 7 的 基 ， 斌 证 


1) 8=0 当 且 和 仅 当 (8, oi) = 0, 1 <i<<n; 
2) 所 二 Bo 当 且 仅 当 (a) = (By, a), Ya ET 


了 在 RA 中 求 一 单位 向 量 与 (1, 1, —1, 1), (1, —1, —1, 1), (2, 1, 
1, 3) 正 交 . 


: 101 : 
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吕 没 太 为 Euaclid 空间 .ea 六 VW, 试 证 
la 十 8 十 la 一 有 一 2laf2 十 238 
1 | 
(a, B) = 了 la + Bl* 一 了 ja 一 如 


9 设 a，B 为 Euclid 空间 中 二 单位 向 量 ， 且 a 关 总， 试 证 
{a, 8) 1 


10 设 Qa， 为 Euclid 空间 WW 中 二 向 量 且 8 关 0.， 试 证 
le 十 引 =|al+ 人 8 当 且 仅 当 a = 不 > 0. 


11 设 a 8 为 了 uclid 空间 VW 中 向 量 ， 试 证 
le — Blly| < la — ”YB + 18 ~ Yllal. 


并 讨论 何 时 取 等 号 . 
7.2 标准 正 交 基 


本 节 要 在 有 了 限 维 Euclid 空间 中 寻找 特殊 的 基 ， 使 得 内 积 的 运 
算 非 党 简单。 这 种 特殊 的 基 就 是 标准 正 交 基 . 

定义 1 设 4ER"*". 如 果 4 满足 下 南欧 两 个 条 件 

1) 有 妇 是 对 称 矩 阵 ， 即 小 = 4; 

2) YX E RY" XB#¥0, XAX'>O. 
则 称 4 为 阶 正定 (对称 ) 算 阵 . 

例如 万 二 diagtal, a2, Gn), os >0t<xi< 雪 nm 就 是 于 
阶 正定 矩阵. 

定 久 2 设 4ER" "如果 44 = 五, 则 称 和 为 n 阶 ( 实 ) 
正 变 矩阵 . 


: 102 . 
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显然 ， 是 正 交 短 隆 ， A 为 正 变 矩阵 ， 则 4 = A' 也 是 正 
交 短 阵 ; 4, 如 都 是 正 交 纸 峰 ， 则 4 如 也 是 正 交 矩阵 .事实 上 ， 
(AB)}(AB) = ABB'A = I. 

所 有 7 阶 实 正 交 矩阵 的 案 合 记 为 Otn,， 人 R). 

定理 1 设 是 nn 维 Euadlid 空间 ，Qi, G2 en 为 下 
的 一 组 基 . 邮 有 以 下 结果 . 


1) 矩阵 
人 
有 二 (Q2, 1) 《aa，aaj 1 (G2, Orn) 
(Gn olj (any aa (an om) 


是 正定 矩阵 ， 称 为 了 对 于 基 al ao, …，an 的 度量 乱 阵 . 
2) 设 a, GET， 
erd(cr; G1, Gz, .Qn) = 大 ， 
crd(#; A O22 ,i On) = 1 
则 
(a, DD) = XAY. 
3} 设 站 ， Bo, 9 Bn 为 VY 的 另 一 组 基 ， 


TT/ oo2 | 
Ce oo 


为 从 Ql， 92; .Gn 到 局 ,Do ,有 的 过 渡 算 阵 ，T 对 遍 ， 
f2， .Bn 的 度量 和 矩阵 为 如. 则 


B= TAT. 
证 由 于 (Gs Qj) 二 (Qj, Qj} E€ R, 故 4 为 实 对 称 和 矩阵 ， 设 
+]l 
| 
crd{a; a1, 2 ** ctnj 二 及 一 : ' 
Tn 
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| 
zz 
cra(B;a, Qo, Gn) 一 了 一 : 
Un 


即 aa 一 0 > yijQj;. 因而 
j=1 


r= 1 


{a, 8) = ba Dn) > Tie， jg 
i=] 


一 X'AY. 
及 污 关 0, 当 自 仅 当 Ga 关 0, 当 且 和 仪 当 
(a, oa) = X'AX > 0. 


故 知 定理 中 1) 与 2) 成 并 . 
设 了 一 colj . 即 crd(3; a1, Op :1 crn ) 一 了 7， 故 出 2) 知 


(Bi 3;) 三 TAT 一 entirfT AT). 


故 及 对 于 诺 ， 谨 ，…，Bn 的 度量 矩阵 B 二 T'AT. 口 
定 久 3 设 Ql， Go， …，Qk 为 Euclid 泽 癌 VW 中 非 零 向 量 
组 ( 即 a; 关 0,1<i<kh. 车 1 关 j 了 了 时， (a;，Q;) 二 0, 则 称 
cl，a2 Qk 为 正 交 向 量 组 . 
引 理 2 设 or，G2，...，GQk 为 Euclid 空间 VW 的 止 艾 向 量 
组 ， 则 el G2, .,. ,Qk 线性 无 关 ， 因 而 尼 所 dim VW， 


Kk 
证 若 2 ziG; 二 0, 则 
了 一 1 
皮 k 
i, > ria; 一 pt 避让 王 Tiferi， cri) 一 0, 
7 二 1 ?=1 
104 . 
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十 是 
ge 

因而 Q1， 0Q2,， Qk 线性 无 和 天， 上 大 dimV. 口 

这 个 引 理 用 于 平 而 与 立体 几何 就 得 到 平面 上 不 存在 汪 个 非 零 回 
量 两 两 垂直 ;空间 不 存在 妇 个 非 宕 向量 两 两 重 直 . 

定 光 4 nn 维 Euclid 空间 Y 中 由 个 同 量 组 成 的 正 交 癌 显 
组 称 为 W 的 正 交 天, 叉车 正 交 基 中 每 个 向 量 都 是 单位 商量 ， 则 称 
为 标准 正 变 车 . 

也 就 是 说 ， G1，Q2，…， Qn 为 正 诡 基 ， 若 


(oa 07) = Gj;{a;i, oi), (Gi, i) 天 0. 
£1; £9; En 为 标准 正 交 基 ， 戎 
{ei ej) 一 bij, 1 < 和 了 RR. 


正 交 划 与 标准 正 交 基 有 以 下 性 质 . 
1.。 Y 对 于 正 交 基 G1， GQ2，…， Qn 的 度量 算 阵 为 对 角 矩 阵 


diag(di, da, .3 dni) = (Qi aiy > 0， 


2. Ql G2，,.,.， Qn 为 正人 交 基 ， 天 
0 人 
i as 2 ee Ee 
为 标准 正 交 基 . 


3. VY 对 标 谁 正 交 基 El Eo “yy En 的 度量 矩阵 为 di 及 车 
crd{@; el, E2; ...; En) = , crd(f; el, e292, ..., En) = 二， 则 
(a, B) = XY. 

4, El: S232; “9 En 为 标准 正 交 基 . c EV. 则 

0 一 2 (a, EEL) 
i=1 


' i0s . 
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县 , 
(a, 21) 
OY, En 
crd(a; Ei, E292, :'', En) 一 ( 和 ) 


人 


事实 上 ,着 a= 并 maei 风 


(ayEil] = 人 人 = = So = 口 
j=1 j=1 
上 面 性 质 3 与 性 质 4 说 明 标准 正 交 基 下 ， 内 积 运 算 与 求 向 明 
的 坐标 运算 都 很 简单 了 ， 因 而 一 个 自然 的 课题 是 导 找 标准 正 交 基 . 
定理 3 设 六 为 Euclid 空间 ， ai，ao, "…', Qn 是 一 组 基 . 
则 在 W 中 有 标准 正 交 基 sl， #2，- :*，éen 使 得 


L(A Gay os, OR) = Liel, e2, ,is Ek) Lhen. 


证 可 以 用 递 推 的 方法 逐一 找 出 el, es,..…. 
全 El 三 EBT: 显然 了 (sl) = L(al). 


1 (az2， a1) 
[= oa 二 — 一 “全 at ee 器 
2 (ao 1 = G2 一 (a2，E1j)s1， 
在 2 2 
二 一 一 一 后 量 


显然 ， Llel, £2) = Llai, az]. 且 


1 
(el, Eg) == jaz! Ca 一 (aa2， sel)e1) 


一 (le ca) — (02, Ee1)(e1, £1)) 


U. 
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证 8&1， 82 Ek 已 求 出 ， 且 


(ei 2) = 6 1 i 7 bh, 


Llay, G2, 1. OR) = Llel, £2, .+ Ek). 
取 
站 
EK+1 
= ak 一 (ak+iy E1)E1 一 (ak+l E2)E2 — 
— {QRH1; ERJER, 
1 1， 
Ek41 一 一 一 一 一 EX 十 1 
于 是 
Le, Oa, 7) Opy kt = L{eir, Ee2, .ESk，EKHT ) 
= Llel, E2 rr EK+1), 
且 主 入 页 时， 
1 
law Ex 二 TI】} = Er E 上 十 工 } 
1 大 
二 1 | 
RH (i, Ot1) pt ej) (ei, £3) 
二 内. 
因而 


(ei, Ej) = pe li? 十 1. 
由 此 可 逐步 求 出 标准 正 交 基 &1, E53, ...,，, En. 口 
这 个 定理 不 仅 证 明了 标准 正 交 基 的 存在 ,而且 纵 出 了 从 任意 一 


组 基 出 发 求 出 标准 正 交 基 的 方法 ， 这 种 方法 叫 敌 Schmidt 正 交 化 
方法 . 
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推论 1 车 Qi G92, .ok 是 Euclid 空间 W 的 正 交 同 量 
组 ， 则 RA， 2; .Qk 可 扩充 为 Y 的 正 奖 基 Ql1, G9....， QE 
Bly en 

证 由 于 Qi1，Q2，"…，Qk 线性 无 关 ， 故 可 扩充 为 Y 的 基 


Ol OP Ch 1， "+e Bn. 用 定理 号 的 证 明 中 方法 ， 令 


< (OH 07) 
ak+l 一 各-+1 一 2》 一 人 7 


1 (ao5，o5) 


= (8 
ki， Ort oF) 
Ck+i 一 各 -Hi 一 
2 (os oo 
则 Oy C2 RR 十 1 .en 为 WY 的 正 交 基 . 口 


推论 2 ” 设 4 是 对 于 基 al，a2、...，on 的 度量 矩阵 ， 则 有 可 
逆 上 三 角 扼 阵 全 使 得 TIAT 二 . 

证 由 Schmidt 正 交 化 方法 求 得 标准 正 交 基 sl， e2, ..., en， 
满足 


Lilei: E2; ...，Epj) = La, Ga 1, QR), 1 kn. 
设 了 (外 名 9m)=T. 由 ck 被 aa， op， -…， a 线性 表册 
El ES .,. En 
故 当 >7 时 
entijy1 = 0. 

即 了 为 上 三 角 短 阵 ， 由 定理 1 的 结论 3 引 知 TAT = 了. 口 

在 实际 求 标准 正 变 基 时 ， 通 常 由 推论 1 先 正 交 化 ， 即 求 正 交 
基 ， 然 后 单位 化 ， 即 可 求 出 标准 正 交 基 ， 

鲍 1 对 R* 中 通常 内 积 ， 将 基 ai = (1, 1, 0, 0), az = 
(1, 0, 1, 0), a3 二 (一 1, 0, 0, 1), a4 = (1， 一 1， 一 1, 1) 变 成 标 
准 正 交 基 . 
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解 ” 先 正 变化 
D1 一 1 一 {1, 1, 0D, 0), 
ER Ee _ =(1, 1,0,0 
32 一 2 {B1, Em (1, 0, 上 0) 和 ) 
1 1 
45， 1 ， 0), 


(oa, Bg {Qs, 2) B2) jy, 


By 人 
1, 1 1 
一 《一 工 ; 如， 0, 11 十 医 至， , 0) 十 Wo a1 1, 0) 
i 1 1 
= C3331) 
(Qa, B1) (oa, G2) [ed， bs) j 
pp 
= (1, = = 1 
再 单位 做 ， 得 出 标准 正 交 基 如 下 ， 
EL 一 本 v2) 广 村 0), 
£2 一 (次 大 ， re 0), 


“了 1 .1 
5 = (FE VE TE TF) 
E4 二 (3 一 下 一 去， so 加 
最 后 ， 讨 论 标准 正 交 基 之 间 的 关系 . 
定理 4 设 el， 52, .-.， En 为 Ruclid 空间 了 的 标准 正 区 基 . 


al ，a2 ,en 为 六 的 一 组 基 ， 则 ad, G2 ...， Gn 为 标准 正 交 
基 当 且 促 当 从 sl，Ea， .En 到 Ql，02，...，Qn 的 过 流 短 阵 工 
为 正 变 和 矩阵 . 


证 由 于 El ED :ry En 为 标 谁 正 交 基 . 故 对 E11; EQ ...， 


sn 的 度量 短 阵 汐 ,由 定理 1 知 对 Ql aa, ...， em 的 度量 矩阵 
为 TT 二 TT， 因而 Qi, cao， ...， Qn 为 标准 正 交 基 当 且 仪 当 


三 1 即 了 为 正 交 矩阵 . 口 
推论 设 工 上 及 赔 卫 为 正 交 德 阵 当 且 仅 当 rowi 了 ， 


Tow2 了 了 ，, ,., IOWn 了 为 R1X"™ 的 标准 正 交 基 (对 于 通常 的 内 积 ); 当 
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号 充当 collT，colz 了 ，...，ecolnT 为 R"*x1 的 标准 正 交 基 (对 于 通 
常 注 内 积 ). 
事实 上 ， 由 TT = 了 T' = In 当 且 仅 当 


{rowiT) (row;T) = (coiT) (col;T) = 6i7. 


故 推论 成 立 . | 口 
例 2 4= (we Te ) 为 2 阶 正 交 和 矩阵 .满足 下 面条 
S1LY Or COS Ct 
件 的 4: 
COS PL COS pa — COS HE Sin wl Sin pa 
coll 4 一 [a PL OOS pa2 + OS cos Pl sin 3 
sin wo sing 
— COs PL SIN pr 一 COS 0 SI1n 1 COS po 
cola2A4 = | — sin wi sin wa 十 Cos 有 coswlcoswz | ， 
| cosiva sing ) 
sin wl sin8 
colsA = E> Pp1 sn 
Cos 日 
为 3 阶 正 诡 矩阵 . 
习 题 


1 设 4= (a;y) € 了 "xn 为 正定 矩阵 . 而 = (zl，72，...， Zn]， 
B= (¥1, Hp Yn) 三 有 二 了 R". 在 RR" 中 是 并 二 元 函 
数 {a, 六 一 cd， 


1) 试 证 (a, B) 为 内 积 ，R* 为 Euclid 空间 . 


2) 求 对 于 基 sl = (1, 0,..., 0), 2 = 有 0 
en 一 (0,..., 0, 1) 的 度量 矩阵 . 


3) 写 出 对 此 内 积 的 Cauchy-BynakoBpcrwi 不 等 式 . 
. 110 ， 
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2 设 Y 是 尺 上 nn 维 线 性 空间 Ql G2，.:-.，Qn 汶 基 . 又 
4 E Rr 为 正定 证 阵 ， 泓 证 可 在 W 中 定义 内 积 使 YW 基 
Euclid 空间 ， 而 且 对 于 G41， az,，...，an 的 度量 是 阵 为 4. 


3 证 明 下 面 矩阵 是 正定 矩阵 ， 


2) 0 一 L 2 下 
0 0 一 1 2 
2 一 0 
一 1 2 一 | 
3) a ee 
-1 2 一 
0 一 上 2 


4 44 6€R"™, 斌 证 4 为 正定 矩阵 当 且 充当 存在 可 逆 矩 阵 必 € 
R"** 使 得 A= CC. 


5 设 4 为 正定 矩阵 ， 试 证 det A > 0. 


6 设 si，s3，s3 为 3 维 Euclid 空间 VW 的 标准 正光 基 . 试 汪 
Ol 一 sf2ci 十 352 三 £3), dz 一 #2e1 一 E39 十 2e3), Oa 二 


fei 一 2e2 一 2z3) 也 是 标准 正 交 基 . 


7 在 呈 [xjs 中 定义 内 积 
也 
de go) = f zjg(z)dr 


从 1, Zz?2， zx? 用 Schmidt 正 交 化 方法 求 出 Rizja 的 一 组 
标准 正 交 基 . 
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8 证明 上 三 角 矩 苗 为 目 变 矩阵 当 且 促 当 管 为 对 角 线 上 元 素 为 1 或 
一 1 的 对 角 类 阵 . 


9 设 AEcR" "有 且 detA 关 0. 起 证 存在 正 交 矩阵 名 与 上 大角 
矩阵 了, 且 entii 了 > 0, 使 得 4 二 QT. 且 岛 ,于 是 唯一 的 . 


10 设 4E 了 及 "为 正定 所 阵 . 证 明 存 在 上 三 角 和 矩阵 了 ,使 A4= 
TT,. 


11 试 证 1, Cos SIT CO3 关 了 SET 是 Euclid 浴 


间 C90, 27]) 的 正 交 向 量 组 ， 并 将 它们 单位 化 . 


7.3 Euclid 空间 的 同 构 


本 节 讨 论 Euclid 空间 的 同 构 及 Euclid 空间 的 分 类 . 
定义 1 设立 与 1 都 是 Euclid 空间 ， ec 是 V 到 了 的 线 
性 同 构 映射 ， 且 


(ckaoy)， o(B)) = (a, Bb), va, B ETV, 


则 称 o 是 六 到 Vi' 的 同 构 映 身 , 并 称 TY 与 Y' 同 构 . 

Euclid 空间 之 间 同 构 有 以 下 性 质 . 

1. 自 反 性 ， 与 Y 辣 构 . 

只 要 取 呈 二 1d 即 可 . 口 

2、 对 称 性 . 车 与 Y' 间 构 ， 则 Y" 与 六 也 同 构 . 

设 为 Y 到 的 司 构 映射 ， 则 ac 为 V' 到 WV 的 线性 同 
构 映射， 且 Yo{a), o( EV'， 有 

(oo (cloj o™ (oH) = (ao B) = (0 (a), ol8)). 
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因此 ，o-! 是 V' 到 VV 的 同 构 映 时 0 
3 传递 性 , 车 六 与 VW 同 构 ，V' 与 VY 同 构 ， 则 V 与 V7 
间 构 . 
设 o, r 分 别 为 Y 到 VV' 到 WV” 的 同 构 肌 射 ， 于 是 rc 为 
V 到 VY 的 线性 同 构 上 映 射 ， 而 且 Ya, BEY 有 


(Tafa)， To(B)} = (ol(0), (DJ (oa 3). 


因而 rz 是 WY 到 VY" 的 同 构 映 射 . 口 
从 上 面 三 个 性 质 ， 可 以 将 Euclid 空间 按 回 构 关系 分 类 ， 每 类 
可 选取 一 个 有 代表 性 的 Euclid 空间 . 
定理 1 设 VV 与 WVW' 是 两 个 有 限 维 Buclid 空间 . 则 六 与 fr 
同 构 的 充分 必要 和 条件 是 


dim TY = dim V”. 


特别 ， 人 和 任何 1% 维 Euclid 空间 都 与 RR”( 按 通常 的 内 积 ) 同 构 . 

证 著 人 WV 与 Vi 同 构 ，z 为 同 构 映 射 则 og 也 是 线性 空间 的 
同 构 映射 . 帮 dimV = dim YY". 

反之 ， 设 mV = dim WV, 在 WW 中 各 取 一 组 标准 正 交 基 
CQ1，02，. Gn 与 QQ， ,..， Qn', 于 是 在 在 VW 到 了” 的 线性 
同 构 映射 o, 使 得 


Tt Tt 
J > ra] 一 DS Tio 
i=1 i=1 
因而 由 
Le 吉 Li ni Er 
> Da bE 一 区 peo, Do : 
i=1 j=1 i=1 i=1 j=1 


知 g 是 Euclid 空间 六 到 Euclid 空间 W' 的 同 构 映 射 . 
dim R” 二 n, 故 任何 nr 维 Euclid 空间 与 Ra 局 构 . 口 
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习 题 
1 在 我 好 aa 中 定义 内 积 为 


1 
(f(2), gtz)) = 人 agejdz 


求 出 Rxja 到 及 4 的 Euclid 空间 同 构 . 


2 设 人 凡凡 均 为 由 维 Euclid 空间 ， a，az，.…，om 与 
Q1'，Q2'，...， On’ 分 别 为 VV' 的 基 ， 试 证 存在 到 人 矿 
的 同 构 映射 o 使 得 


fai) 王 ai 1<i<n 


当 且 公 当 Vv 对 Ol 2 ro On 的 度量 算 阵 与 和 对 Cl ， 
a2，-..，em' 的 度量 矩阵 相等 ， 


设 耻 与 了 都 是 Euclid 空间 ， 又 是 Y 到 V' 的 满 映射 ， 
且 
(ola), zl) 一 (o B), va BEY. 
试 证 了 是 了 到 WV’' 的 间 构 映射 
设 WW 大 为 Euclid 空间 .og 是 VV 到 VW' 的 满 线 性 映射 ， 且 
va ETY, 有 
(to o(0)) = (a, 0). 
试 证 co 是 VV 到 Vi' 的 同 构 映 射 . 


,114 ， 


ri ar i ed A 


Lv em se nae aceruuevMaked by freekaoyan.com 


www.freekaoyan.com 


7.4 ” 子 空 间 


本 节 计 论 Euclid 空间 的 子 空间 的 若干 性 质 . 

定理 1 设 MW 是 Euclid 空间 YY 的 线性 子 空间 , 将 Y 的 内 
各 限制 在 下 上 ， 则 琴 也 是 Euclid 空间 . 

证 Yo, PEW l(a, AER. Ia 是 环 上 -元 函数 ， 
仍 满足 对 称 性 ， 线 性 性 及 正定 性 ， 鼓 全 为 Euclid 空间 . | 

今后 将 Euclid 空间 Y 的 子 空间 WW 自然 地 看 成 Euclid 空间 ， 
其 内 积 为 W 的 内 积 的 限制 . 

定义 1 设 从， 克 是 Euclid 空间 TY 的 两 信子 窗 间 ， 如 果 
YaEryb 有 和 人 2 有 ka 82)=0, 则 称 Vi 与 仿 是正 交 的 , 记 为 
(Wi,，W2) 二 0 或 克 上 VW. 

又 区 a EV,Y3E€ WI 有 (a, 有 户 =0, 则 称 a 与 WW 正 交 , 记 
为 QL 或 (@, Wi) 二 0. 

例 1 在 平面 取 定 直角 坐标 系 {O; sl，szj. 11: az 十 好 = 
0， 呈 :好 一 虽 =0 则 五 ,六 都 是 子 空间 . 且 有 (8b, a) e 
(a, 本 2. 因 面 


= {hi(b, olki € R}, lz = {ko(a, b)lko € RY. 


显然 ，Ya EN BE 有 (Qa, 有 =0 凤 器 与 bo 是 正 交 的 子 空 
间 ， 此 时 ， < ca, 月 >= 中. 鼓 呈 与 12 是 互相 垂直 的 两 条 直线 .如 
下 页 左 图 . 口 
例 2 在 空间 取 定 直角 坐标 系 {OQ; &1, 52, 23}. 又 @ bc 不 
全 为 零 . 
TT; riby+ezo=0 


是 2 维 子 空间 (平面 }. 
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是 j 维 子 空间 直线) 显然， 二 {Cz 中 全 EE 及 因而 ， 
YacET, BE 有 fa, 8)=0, 即 与 1 正 交 . 十 是 < > 二 3. 
1 为 平面 7 的 垂 线 . 如 于 石 辣 . 0 


和 


相互 正 交 的 子 宝 间 和 有 下面 性 质 ， 
1， 背 【ML， 和) = 0. (Vi, 3) 一 0 则 


(Wi, + V3)= 0. 


事实 上 上 ， a EV Se+W, 有 je Bel 
使 > Bo 十 B83， 因 击 (a 有 = (a, 外 )+(a Bl) = 0 故 
(Wt) 二 0 口 

3， 车 (Vi, V3) 二 0, 则 首次 = (0), 

事实 上 ,关上 En 即 aeVeE 从 因 面 (a; 0) = 0. 


项 避 二 0. 口 
3。， 者 (WW) =0, 则 WW” = (0). 
只 要 在 性 质 2 中 取 们 二 人 2 二 即 襄 . 口 


定理 2 设 WW， 是 Euclid 空间 六 的 子 空间 ,县 
i 关 了 时 ， (Wi 态 ) 二 0. 则 


嫩 
a 
i=1 
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证 因为 i 冯 了 时， (Wi; WI) 二 0. 由 性 质 1 却 


再 由 性 质 2 知 
Vif}, = {0). 
i 
因而 全 十 人 妇 十 :十 Vs 为 直 和 . 口 


定 导 2 设 所 是 Euclid 空间 VW 的 子 空间 . 如 果 了 的 子 空 间 
yz 满足 二 【说 ，V) = 二 0;2) 玉 二 信 十 委 , 则 称 态 是 WW 的 正 交 
衬 . 

显然 , 车 和 是 网 的 正 交 补 ， 则 全 也 是 仿 的 正 交 补 ， 

定理 3 设 信 是 n 维 Euclid 空间 WY 的 子 空间 . 则 太 有 唯 
一 的 正 变 补 ， 记 为 他-. 

证 在 Yi 中 取 一 组 标准 正 变 基 si，s2，...，Em. 于 是 {ei, 6j) 
一 0 工 生 了 了 芝 了 将 El Ee2，...， Em 扩充 为 VY 的 基 ， 再 用 
Schmidt 方法 可 得 Y 的 标准 正 交 天 1, ..,, Em; Emil; .-.，En。 
于 是 轩 = 二 LL(e1, 2, ...,， Em). 令 


Vo Dl 


于 是 信 二 信 十 人. 又 若 QE WI, 8 € WW, 则 有 


my nn 
0 二 Se 局 一 >》 VjETY- 
z=1 


了 一 ?ma 十 二 
因而 本 
(oa, 有 = », 2 Viyilei, £1) = 0. 
i=1 j=—m+1 


即 《Y1，V9) 二 0. 因而 人 这 是 页 的 正 交 衬 . 
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又 车 V3 也 是 人 的 正 交 补 ， 由 定理 2 知 
V = V+ = Vi. 


设 a E W3, 故 有 唯一 的 Ql € ,02 E 人 使 得 a= oa 十 a2. 故 
(@&, GT | {2, oi) = 0. 夏 


(Qa; 1) 一 (aa 一 aa， al) = 人 0. 


即 ai =0，e 一 aa 所 以 全 C2 而 dmVs 二 dim Ws. 故 
Va 一 Y3. 口 
推论 TY 的 子 空间 Wi 的 正 交 补 为 


Vi = {a EVl(a, VW) =0}. 


事实 上 , 令 六 = {a eVia, 名 = 人 0. 显然 THL ES TV 
者 QE VV 则 有 Qi € az E€ WV 使 得 @ 二 oi + 2， 于 是 
【et cl1j (as2， Ql) 二 洛 . 故 


【cz1 ， cr1) 一 {or 一 C2, a = 放 . 


于 是 al 一 0. 故 a=az EV 获 V= Vt. 口 
定 兴 3 设 记 是 nn 维 Euclid 空间 六 的 子 空间 . 又 a EV. 
则 由 a 的 唯一 分 解 


cai 二 ao olE VareW 


确定 的 ea 称 为 a 在 子 空间 WW 上 的 内 射影 ，7 到 们 的 映射 
a 一 al 也 称 为 了 到 说 上 的 内 射影 . 
定 尽 4 设 人 页 为 叶 维 Euclid 空间 T 的 子 空间 ， BET. 称 


dlB, Vi) = mig{dlp, o) =18 ~ a 


为 B 到 让 的 距离 . 
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定理 4 设 太 是 nn 维 Euclid 空间 的 子 空间 , 义 B EW 


有 B= + Be Wi Be Vr. 则 M9 


d{8, Vi} = |B2| = dB, B31)- 


证 设 ae€ 仿 . 于 是 (Go， a A)=0. 因而 


IB—af =|(B8 -PB)+(A -oP = -Bl +I — al. 


于 是 
BBl<is—al. 
鼓 
ds, Vi) = 18 -P|= ||. 口 
推论 EW 当 且 仅 当 d(8, = 二 0. 口 


在 实际 中 往往 知道 急 的 一 组 生成 元 Ql1，02; :…， Qs, 求 出 一 
元 素 户 在 Wi 上 的 内 射影 这 种 方法 称 为 最 小 二 乘法 

定理 5 设 太 = 二 工 (al, Q2，…， Qs) 为 Euclid 空间 及 ”的 
于 空间 . 设 8E BR", 户 在 如 上 的 内 射影 为 


B= T1011 TT E2202 二 wos = (eol, G2, '', Ga) XN, 
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则 蕊 满足 
AAX = AB, A={o, oa2, ., Os). 
证 已 为 如 在 人 匀 上 的 内 射影 当 且 仅 当 8 一 房 E 傈 当 且 仅 


当 ( 刀 一 局 ， 一品 当 且 仅 当 【cr ， B=8= 0 2 一 1， 2, " 
当 且 仅 当 (Oi, BB) = (oa, 1), t= 1, 4， “ 当 且 仅 当 


E34 
此 1 
人 10 一 a B. 7] 2 
j=] 


即 
A'AX = 49. 口 


注 在 实际 中 可 能 需要 解 非 齐 次 线性 方程 组 (在 实数 范围 内 ) 
AX = 有 (1) 


但 由 于 某 些 原因 (如 测量 误 兰 ,资料 不 准确 等 ), 这 个 方程 组 无 解 . 
此 时 就 用 作 4 有 XX = 由 有 的 解 作为 (1) 的 近似 解 ， 称 为 (1) 的 最 
小 二 乘 解 . 求 方程 组 的 最 小 二 乘 解 的 问题 称 为 最 小 二 活 法 问题 . 注 
意 ， XX (天 满足 448 = A4'8) 即 在 LlcoliA,  …，colsd4) 
上 的 内 身影 


习 题 


1 设 im < nn Ai 为 m 阶 实 对 称 和 矩阵 ， 试 证 存在 nn 阶 正定 方 


阵 A 使得 4 二 ( 全 。 全 的 充分 必要 条 件 是 41 为 正定 
方 阵 . 
2 设 4 为 冉 阶 正定 方 阵 ， 则 4 的 子 式 
到 |。 了 k=1,2,...,n. 
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3 设 el，E2; E93，E4; 55 为 Euclid 空间 WW 的 标准 正 交 基 .， 义 
Qi = 51 十 E21 G2 三 £1 一 22 十 54 C3 二 del 十 £2 十 53. 求 
们 = 工 (al1，aa，a3j 的 标准 正 奖 基 . 
4 求 齐 次 线性 方程 组 
人 十 z2 一 33 十 z4 一 375 二 ， 


T1 十 za 一 了 3 十 T5 = 二 0 


的 解 空 间 (作为 RF 的 子 空间 ) 的 一 组 标准 正 交 基 及 其 正 交 补 
的 标 叭 正 区 基 ， 


5 设 VV 为 n 维 Euclid 空间 . 袍 E 妇 立 关 0. 令 网 二 19E 
V3，a) = 0}， 试 证 全 为 了 的 子 空间 ， 并 求 dimP 及 
Vi 的 基 . 

6 设 Ql，0Q2，…， Gm 是 施 维 Euclid 空间 中 一 向 量 组 . 今 
和 A 二 (ai oj E RYY™T. 试 证 Ql1，GQ2， +，Qm 线性 无 关 
当 且 仅 当 det 入 了 0. 

7 设 RB? 中 亲 空 间 

Wi 一 也 (al C2, 3); Vs 一 L(A Ba, Bs, a), 


其 中 


B1 = (0, 三 2 2， -2), 
A = (—1, 3, 0, 4), 
Bs -== (1, B, 0, 2 
a Se (—1, 了 2, 2). 


dz 一 (1, 2 = ls 0), 


{= = {1, 0, 1, —2), 
Ox3 二 {1, 1, 0, -1 


求 (Vi 二)+. 


8 设 广 , 克 是 nn 维 Euclid 空间 YW 的 两 个 子 空间 试 证 (Wi 十 
Vo = VN (后门 砚 计 三 人 十 全. 
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9 求 下 列 方程 的 最 小 二 乘 解 


0.39z — 1.89y = 1, 
0.6Izr — 1.80y = 1, 
0.93x — 1.68y = 1, 
1.35z 一 1.50y = 1. 


10 设 久 是 Euclid 空间 VW 的 有 限 维 子 空间 ， 试 证 全 的 正 交 
补 存 在 唯一 . 


( 注 VW 可 以 是 无 限 维 的 . ) 


7.5 ” 共 罗 变 换 。 正规 变换 


本 节 讨 论 Buclid 空间 中 线性 变换 的 特殊 性 . 
定理 1 设 V 为 n 堆 Euclid 空间 A e EndV. 则 存在 唯 
一 的 A* E EndV 使 得 


(om B) = (a, A*B), Ya, B eV. 


称 A" 为 4 的 共 罗 变换 . 

证 在 中 取 基 Qi，Q2，…，aQn， 又 设 G 为 WV 对 这 组 
基 的 度量 矩阵 ， A = M(A; Ql，a2，:::，am)， 则 存在 唯一 的 
A* E EndV 使 得 


dd at oa; om 一 GA'G. 
设 全 | Be Lt 且 
crd{a; Qa, oz2, om) 一 大， 
crd(B; aa，a2， om) 一 工 


: 122 : 


Maked by freekaoyan.com 


re ir 
TE ed ep ei ee er ee 


www.freekaoyan.com 


则 
(4a, 2) = (AXYGY = 下 4GY = XG(G LAG) 
= {a, A*A). 
车 .4 EE EndV 使 
CAa, 8) = (0 AF) = (a, 4 
则 
(a, (4 一 .49 一 0 YaeV. 
于 是 


(AB=0, vAeV, 


克 A* 二 A. 赤 A* 唯一 ， 口 
推论 若 £1; 把 品 1 “和 为 标准 正 交 基 ， 则 


.Ai El]: 三 2 1 en) = MA: El E29 “'', es 


因为 此 时 ， 他 二 卫 . 口 
共 罗 变 换 有 以 下 一 些 性 质 ， 

1. (4 十 好 ) 一 dr 十 好 *， 

事实 上， 由 


(a, (A+8)°8) = ((A+B)a, 月 

= (Aa, 8) + (Ba, 8) 
(oa, A*B) + (a, 有) 
ta (A + 8°)8), 


H 


1 


知 上 式 成 立 . 口 
2. (EKA) =kA— kA, keR. 
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事实 上 ，{@, (kr = (ka B) = klAa, B) = (oa, 
RA*B). 口 

3， (AB)* = B*A*. 

事实 上 ， (a, (4B)*8) = {(AB)a, 8) = (Ba, 4°A) 


| 


(ca， 呈 -49) 口 
4. (A*)* = .A. 
由 于 (@, (CAB) = (da BD) = (8B, A*a) = (AB, a) = 
(a, -49), 于 是 (A*)* = 4. 口 


5，。 A 可 道 ， 则 A* 可 送 ， 且 (49 ?= (4A) 

由 -44-1 =id 知 (A-1)*A* = (id)* =id， 于 是 (4*)” = 
(CAT), 口 

定 炎 1 设 V 为 n 维 Euclid 空间 ， A € EndV. 如 果 


.4.4 = A A, 


则 称 .4 为 正规 变换 . 
定 穴 2 设 4€ RR"***, 如 果 


AA' = A'A, 


则 称 4 为 正规 方 阵 - 
显然 、 正 交 拭 阵 ， 对 称 容 阵 与 反对 称 和 矩阵 都 是 正规 方 阵 . 
I 理 2 设 sl 52, .En 为 Euclid 空间 VV 的 标准 正 交 基 ， 
AE EndV, 则 A 为 正规 变换 当日 仅 当 要 在 sis2， .sn 下 的 


矩阵 为 正规 方 阵 ， 

证 令 有 二 M(A4，s1，s2，..,,， En). 由 定理 1 的 推论 知 
MA*， Ee1，52; .i En) 二 A', 于 是 A*A 一 AA* 当 且 仅 当 
和 A 一 AA'. 由 引 理 成 立 . 口 


定理 3 设 4 是 Euclid 空间 六 的 正规 变换 ， 砚 是 4 的 不 变 
子 空间 ， 则 砚 的 正 交 补 Y+ 也 是 A 的 不 变 子 室 间 ;而且 砚 ，V 
都 是 4* 的 不 变 子 空间 . 
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证 在 中 取 标 准 正 交 基 Els cy Ek ER :rr En 使 
本 一 了 工 (sl ..., 2k). 故 几 在 此 基 下 的 矩阵 为 


4 As 
4=- (人 全 


其 中 44 E BX*, 由 本 A 一 AA' 得 


Ai'A, 41 4s ) . 人 + 4343 | 
As Al AsAs++ Az Az/ A ds Az' A2 / 
因而 
Aia 十 AaAds Ay'Ai 
于 是 


tr AsAa’ = DS_{entiy As)? 二 0, 


7 


因而 ent;yA43 = 0, 即 43 二 0. 故 


故 定 理 成 立 . 口 
推论 车 态 是 正规 变换 .4 的 不 变 子 空间 ， 则 A|v 是 态 的 
正规 变换 ， 且 {Ajvi)* = A*|vy. 
事实 上 ， 由 上 面 定 理 的 证 明知 ， ALr 怡 为 A|y 在 &1, 22,...， 
ex 下 的 矩阵， 由 41 41 = 4141 知 A|w 是 正规 变换 ， 又 A1' 义 
是 A*|y 在 21, ca .cs 下 的 矩阵 ， 故 .4 = (Alw 六 口 
引 理 4 设 44 为 2 阶 正规 方 阵 ， 且 其 特征 多 项 式 无 实 根 ， 则 


COB 一 Sin 
4=r[ 7 > 站 0. 
31n 色 COS 反 


有 


a b 


证 设 有 下 = (: | 由 AA' 二 A'A 知 
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a2 十 到 = Ql+ 
{+e 一 可 二 全， 
ac+ bd = at+ied. 


再 由 总 一 (a 十 d) 和 一 Be 十 ad 无 实 根 故 (a 一 中 ?十 4bc < 0. 因 
而 与 6 异 导 ， 教 


b=—c, 区 一 也 
令 
应 一 已 
7 一 Ya2 十 有，ros 0 = 一 一 一， tiny 一 一 一 一 一 
7 
则 知 引 理 成 六 . 口 


定理 5 设 上 4 为 n 维 Euclid 空间 站 的 正规 变换 ， 则 .4 在 
某 标准 正 变 基 下 的 矩阵 为 


A= diagtA1 M2 os Mr, Al, A2, ..., A,), 
其 中 . 
A 一 Pi 人 | ， ri>O0. 
Sinp; cos op: 


证 dimV 二 1 时 定理 显然 成 立 ，dimV = 二 2 时, 车 .A 有 特 
征 向 量 oi. 设 妇 = Llo), 于 是 Wt 也 是 一 维 的 . 故 在 Y 中 有 标 
准 正 区 基 c1，e2 使 得 MM(A; si sa) = diag(41， A2), 若 .4 无 特 
征 同 量 ， 故 .A 的 特征 多项式 无 实 根 .由 求 理 4 知 .4 丰 任 一 标准 正 
交 基 sl，sz 下 矩阵 为 r (ae ne) 走 dimy = 2 时 定理 


Sin cosw 

也 成 立 . 
设 dim 一 中 > 2. 此 时 .4 有 不 变 子 空间 W, dim =1 或 
2. 故 全 -也 是 A 的 不 变 空 间 . 而 dim Vi < dimY. 于 是 由 归纳 
法 可 证 定理 . 口 
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推论 。 实 nn 阶 方 阵 4 为 正规 方 阵 当 且 仅 当 存在 正 交 第 阵 @ 


使 得 加 4Q = diag( 和 和 1， ， 因 ， 有 1，…"， 有 4), 其 中 Ai = 
0 一 sin 本 
ASineo coswpi 

习 题 


1 设 和 4 是 nn 维 Euclid 空间 的 正规 变换 . Al 委 为 几 的 
特征 值 ， 且 Al 关 A2. 试 证 


1) EstA) = ElA'); 
2) (EX (A), FE,, (A)) = 0. 


2 设 a 92, G3 (|a3| = 二 1 为 3 维 Euclid 空间 WV 的 基 . 
4 BE End VV. 它们 上 述 基 下 的 矩阵 各 为 


1 0 0 1 2 -2 
A=|-1 2 0|1, B=|2 -1 0 ) 
| -2 1 0 


车 有 4 是 正规 变换 ， 问 8 可 否 为 正规 变换 ? 
3 设 六 为 nn 维 Euclid 空间 Y 的 正规 变换 ， 目 .42-id-= 0. 试 
证 
1) |Aal = |A'al= lal; 
2) A 一 -A= A ! 且 n 为 偶数 . 
4 设 上 4 为 n 维 Euclid 空间 VW 的 正规 变 搞 . gmE N. 试 证 存 


在 正规 变换 如 使 得 B2"+1 = A. 又 车 和 4 的 特征 多 项 式 (和) 
的 实 根 非 负 ， 斌 证 存在 正规 变换 B1 使 得 B3m = A. 


5 设 AE Rx*?. 又 4 的 特征 多 项 式 FA = (X 一 和 HA 一 
X2) {A EC ， 试 证 A 为 正规 方 阵 的 充分 必要 条 件 是 
tr AA' = |A1l?2 + X27. 
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6 设 A4E€R"™". 又 4 的 特征 名 项 式 f(X) = [I] (XX 一 和) (XiE 


i=1 


局). 试 证 4 为 正规 方 阵 的 充 要 条 件 是 tf A4' 二 并 | 2 


7 设 马 , 如 及 AB 都 是 nn 阶 正规 方 了 泗 ， 试 证 召 4 也 是 正规 方 
阵 . 


8 设 委 为 nn 阶 正规 万 阵 , 则 4 的 最 低 多 项 式 da 入 无 重 因 式 ， 


9 设 4 为 nn 维 Euclid 空间 了 的 正规 变换 ， 又 和 A 的 特 
征 多 项 式 ， 最 低 包 项 式 分 别 为 f( 和 )，d(XA)， 坛 还 d(X】 一 
FOVAFOA), FA)). 


10 设 人 为 n 维 Euclid 空间 ，AEEndV. 若 访 为 A- 子 
空间 ， 则 计 为 .4*- 子 空间 . 


7.6 ” 正 交 变换 


保持 向 量 长 度 不 变 的 线性 变换 是 极其 重要 的 线性 变换 本 节 将 
讨论 这 类 变 搁 的 社 质 . 
定义 1 设 VV 为 n 维 Euclid 空间 ， .4eE FndV. 如 果 A 满 
是 
(Aa, -AD) {a, 3B), Yaa, 在 把 V, 


则 称 A 为 正 变 变 换 . 

正 交 变换 可 以 从 不 同 的 衣 度 来 刻画 ， 

定理 1 设 六 为 n 维 Euclid 空间 . AEe EndV. 则 A 对 下 
列 条 件 等 价 : 

1) A 是 正 变 变换 ; 

2) |Aal = |a|l, Ya EV; 


: 128 . 


.Maked by freekaoyan.com 


1 


www.freekaoyan.com 


3) A 将 标准 正 交 基 变 为 标准 正 交 基 ，; 

4) 中 在 标准 正 诡 基于 的 矩阵 为 正 交 矩阵 ; 

5) .4 三 .4 

证 中 = 全 1 设 a,B8 EV. 于 是 由 |Aa|= |al,148|=|8| 
及 |4ae+Bjl=Ia 十 中 有 


(-4a，-49) 
a 5(4(a 十 后 )，.4fa + 8)) 一 3(Aa, Am) 
_1 1 
a lo +b, c 8) ze Gj 
-a(8, 8) 
一 《ar 83), 
故 .4 是 正 交 变换 ， 
1) 一 一 > 3) 设 El 三 2 "i En 为 VY 的 标准 自 交 其 ， 时 


(si， Ej)】 二 6 因而 由 
(Aei, Ae)) = (ei, 6j) 一 下 


知 .4=1， Aen, "1 .En 为 标准 正 交 基 . 
3) 全 4 设 1，s2，..,， En 为 标准 正 交 基 . 又 Ael, Aez, 
.en 也 是 标准 正 交 基 ， 故 


M(A; cb ea +.., =7( ce 
BA oy de de ... Ae, 


为 正 交 答 阵 . 

4 一 5) 设 el， co，...，cn 为 VV 的 标准 正 交 基 . 记 .44 为 
4 在 此 基 下 的 矩阵 ， 由 4 为 正 交 策 阵 知 4-1 = 4 又 4-1 4 
分 别 为 4 ，, A* 在 此 基 下 的 矩阵 ， 故 A-1 = .A*. 
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5) 一 > 2) 由 于 = 二 .A 1, 玖 Ya EV, 有 


| 


[Aal* (Aa, Aa}) = (oa, A Ar) = (a, ATTAa) 


2 
= (as 9) = lal, 


即 2) 成 立 . 口 

注 从 证 明 中 可 以 看 到 若 A 将 某 一 组 标准 正 交 基 变 到 标准 正 
变 基 或 在 某 一 组 标准 正 交 基 下 的 矩阵 为 正 交 和 矩阵， 则 A 一 定 是 正 
区 变换 . 

将 Y 的 所 有 正 交 变换 的 集合 记 为 O{W)， 

推论 1 车 AeoOQMV), 则 A-!€ OVY. 

事实 上 ，(49 一 [AT = 04)*. 故 小 =A!l€O(W. 


口 
推论 2 若 A, B co), WY AB ECIP)， 
事实 上， Ya EY, 有 
re 0 


定理 2 设 AE OV) 则 存在 标准 正 交 基 el, sa, ..., En 使 
得 


MA; El ED + En) = diagll,, ds 二 1， A2, ke, 4， 


其 中 
Cs 一 Sin wp, 


上 Ts 近世 
5 Pi cos 


证 由 克 EO(W), 知 A* 一 AT! 圾 A 是正 靓 线性 变 搁 ， 出 
定理 5.9, 知 有 标准 正 交 基 三 1 op 和 使 得 


MI{A; ET ED En) 
= diag(A1, 7 Mg, A1, Az, :+, Ar), 
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其 中 COS DC— 3S1n 0; 
4=r( i 


Sin pi Coswi 
而 由 .4 一 -41 知 丸 = 4 .因而 
A=A!, 1l1<i<k, 
(4 让 = 4 ， l<}<t, 
故 入 二 土 , 7) 二 1 适当 调整 51,52, .En 的 次 序 后 有 
A= diaglis, —1s, Al, A2, ---, Ais). 口 


推论 1 设 A4eO(V). 了 (XA) = det(Xid 一 .4) 为 A 的 特征 多 
项 式 . 车 Xo 为 f(A) 在 C 中 的 一 个 根 ， 则 Xoxo 一 上. 


事实 上 ， 可 设 4 的 矩阵 为 二 diagf 五 ， 一 天，41，: ，4).， 于 
是 + 
f0) = -17C+1) 1 ~ 2Xcos yi + 1), 
sal 
页 A( 入 ) 的 根 为 士 1，cos i; 土 全 1sinei,， 故 MoAo 一 工 口 


推论 2 设 .AEO(IVW. 则 det .4 = 土 ]. 

事实 上 ， .4 的 有 4 为 正 交 欠 阵 ， 帮 (det A)? 
= det A.: det A’ = det 1, = 1. 口 

车 .AEOV) 有 Bdet .A=1, 则 称 .4 为 族 转 或 第 一 类 的 . 所 
有 第 一 类 正 交 变换 记 为 SO(VY). 车 AEO[VI 有 EB det 4A 二 一 1, 则 
称 .A 是 第 二 类 的 . 

例 1 设 21, 22,..., En 是 nn 维 Euclid 空间 WW 的 一 组 标准 
正 交 基 .， Ee EndV, 满足 


了 
4 (> ri] 一 —T1E1 + T2252 二 二 Tnen; 


1 二 1 


则 .4 是 第 二 类 正 交 变换 . 口 


Maked by freekaoyan.com 


ll rtp rh ei rm i EE Ep lik Mr Th dm 


www.freekaoyan.com 


和 测 2 设 4ESD) dimr -3 则 A 是 绕 某 条 轴 {过 原 
点 国明 线 i 的 旋转 ， 

事实 上 , 由 det 4 = 1. 从 定理 2 知 ， 在 某 组 标准 正 奖 基 
El 52，&3 下 的 矩阵 为 


1 0 0 1 0 0 
1s, [ cos 中 一 Sin 的 | ， 0 一 1 0 
0 sinw cosy 0 0 一 


三 种 形式 之 一 ， 在 第 一 种 情况 下 取 % = 小 在 第 三 种 情况 取 p= 二 7， 
则 三 种 形式 统一 为 第 二 种 形式 即 .4 为 绕 通 过 sl 的 轴 旋 转 只 角 . 


习 题 
1 设 a 为 Euclid 空间 WW 的 非 零 向 量 又 .4 为 了 到 TY 的 映 
射 ， 满 足 
48 928, 
(ao, oa) 
试 证 .4 是 第 二 类 正 交 变换 ， ( 注 .4 称 为 镜面 反射 .) 
2 设 AEDIT), dimV=n, dimEaild) 一 如 一 1 斌 证 .4 为 
镜面 反射 . 


3 设 AEO(V). Wi 为 A 的 不 变 子 空间 试 证 9 也 是 4 的 
不 变 子 空间 . 


泪 . 


4 设 AESO(V), dimV 为 奇数 ， 试 证 1 为 .A 的 特征 值 . 


5 设 A E OWT), 且 为 第 二 类 正 交 变换 . 试 证 一 1 为 .4 的 特征 
值 . 


6 设 .4 为 Euclid 空间 Y 的 一 个 映射 ， 且 
(4a, AP) = (a, 8), Ya, 8 ET 


试 证 .4 是 线性 的 ， {从 而 .4 是 正 交 变换 . ) 
- 132 . 
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7 了 设 上 ea ……，ean 与 记 ) 赎 , 是 Enaclid 空间 VW 的 
两 组 基 . 证 明 存 在 4 E QIV ) 使 得 


Aai = Bi, i=1,2,.-…,%n 
的 充分 必要 条 件 为 
[ai @7) = (Bi By), 1 Si jn. 
8 设 a, 6B 是 Euclid 空间 TY 中 二 不 同 向 量 且 lal| = 18i. 证 明 
存在 镜面 反射 4 使 得 .4a = 有 . 


9 设 4EO dmy = n. 试 证 存在 镜面 反射 Ri, Rs, ... 
:使 得 Ri Ro:… RR =A. 


7.7 对称 变换 


正规 变换 中 另 一 类 重要 的 变换 是 对 称 变 换 . 本 节 将 讨论 这 类 变 
换 的 性 质 及 其 标准 形 . 
定 作 1 设 信 为 n 维 Euclid 空间 . .4eEBEndqdr, 车 4 满足 


(Aa, 2) = (a, AD), Ya, se VV, 


则 称 A 为 对 称 变换 . 
换 一 种 说 法 ， 4 为 对 称 变换 ， 即 A = 二 A*. 
定理 1 设 太 为 站 维 Euclid 空间 .A Ee EndW, 则 .A 为 对 
称 变 换 的 充分 必要 条 件 是 .4 在 标准 正 交 基 下 的 矩阵 为 对 称 和 矩阵 . 
证 设 &1, sa sn 为 了 的 标准 正 交 基 ， 又 
Mf{A; El ED r+ en) 二 及 二 (ai; ). 
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上 Aek 二 apst 于 是 当 -4 为 和 变换 时 
== 


zj 一 | Sh Ae;) 一 (a 5j) = yi 


故 A' 二 A. 
反之 ， 设 
A4=A, 
crdfa; 1, £2; .-..， En) 二 访 ， 
crd{#; El，E2， :| 
十 是 
crd{ Ac; &1, £2; -...， En) = AX, 
crd(-AB; ei, 2 7, én) = AY. 
因而 
(Aa, 有 = (AX)YY = XAY = OA YY 
Y'AX = (AYYX = X'(AY) = (a, 49) 
故 .4 为 对 称 变 换 . 口 


定理 2 设 4 是 呈 维 Euneld 空间 T 的 对 称 变 换 ， 则 有 标准 
正 查 基 sl，sz，...，En 使 得 


MI({A; el, 52, 11, En) = A=diaglA, NM..., Mn). 


证 上 总 为 对 称 变换 ， 即 .4 = .A*, 因 和 凋 为 正规 变换 ， 于 是 有 标 
准 正 交 基 sl, £2,，...,; En 使 得 
有 Ti £1 ED | sn) 
= A= diag(XA1, Ar， A1,:，"， 要 ,)， 
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其 中 
cos wi, 一 Sin 
Ai=ril . "' ， 1l1<i<s. 
sin ww; cos, 


但 由 定理 1 知 A 二 AA. 故 A 二 Ai 于是， sin gpi 三 0 故 定 弄 
成 立 . 口 
推论 1 对 称 变换 A { 实 对 称 矩阵 4) 的 特征 多 项 式 的 根部 是 
实 根 . 
由于 有 标准 正 父 其 El，Ea,，...，E， 使 得 .4 的 志 阵 为 


diag( A1, A 3 A )) 


故 .4 的 特征 值 和 为 实数 ， 

注 “ 实 对 称 算 阵 4 < R”*" 的 特征 多 项 式 了 (入) 的 根 为 实 根 ， 
还 可 证 明 如 下 ， 设 Xo 为 J(A) 的 根 ， 于 是 有 Xo E Cnmx Xp 天 站 
使 得 AX0 一 AoXo， 于 是 AX6 = 加 天， 因为 Xo Xo > 0,. H 
MXo Xo = Xo AXo = AXo Xo — MRo Xo 于 是 Xo = i, 即 
An ER. 口 

推论 2 设 A1，2;，……， 闪 是 对 称 变换 .4 的 全 部 不 同 的 特 
征 值 . 则 

V = EM(NDTE, (NTTE,, (4), 
且 # 冯 7 时， 
(ElA). Ey,(A)) =0. 

这 是 定理 2 与 定理 5.2 的 结论 3) 的 结果 . 口 

推论 3 设 4 € 及 ”， 册 = 4 则 存在 正 交 方 阵 了 使 得 
TAT = T'AT = diag(A1，X2, …,， 入,) 为 对 前 人 矩阵， 此 对 角 咎 
阵 称 为 4 的 标准 形 . 

事实 上 , 可 将 4 看 成 某 对 称 变换 在 标准 正 交 基 下 的 窗 泗 .由 定 
理 2 即 可 得 此 推论 . 口 

定理 2 及 其 推论 实际 上 也 给 出 了 求实 对 称 矩 阵 4 的 标准 形 的 
步骤 . 
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第 一 步 ， 求 出 44 的 特征 值 和 Ai. A 和 2, ,Ak. 
第 二 步 ， 对 入 , 求 出 齐 次 线性 方程 组 


iln — A}X =0 


的 基础 解 系 ， 并 用 Schmidt 方法 将 其 正 交 化 ， 即 求 出 忆 \, (和 4) 的 标 


准 正 交 基 
Wil: M2 7 Pin 


第 三 步 ， 令 
1 = (m1 Mn N21 Were )- 
则 工 为 正 区 矩阵 ， 且 
T'AT = diag(A1Tn, MoTnz, *-, MrTn,)}. 


例 ” 求 正 交 和 矩阵 了 使 T'AT 为 4 的 标准 形 ， 其 中 


0 1 1 一 | 

1 0 一 1] 1 
妆 == 

1 一 1 0 1 

一 1 1 0 


解 由 
2314 — A| = (X— 1)3(A+ 3), 


知 4 的 特征 根 为 1 (三 重 ) 与 -3. 
和 A 二 1 时 ，(J 一 A)X 二 0 的 基础 解 系 为 


] 
1 一 tr2 一 C3 一 
1 1 0 
0 1 


1 

1 

DD 1 
0 
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将 基础 解 系 正 况 化 有 
1 
(ex2, a1) 3 
本 | 
a 1 站 > Cr (al， a 0 9 
| 
-3 
(G3, a1) (03, Bo2) 地 
Ba 一 mg 一 -一 一 -日 
3 ! 
| 
再 单位 化 ， 得 
1 1 = 
二 V2 1! 六 一 3 6 ; 73 三 vi 
人 灾 
wz 
和 二 一 3 时， (一 3J4 一 4) = 0 的 非 零 解 为 
i 
2 
1 
m= | 
1 
衬 
于 是 了 一 (m1 i112; 73, 14). 
T'AT = diagll, 1, 1, -3) 
为 4 的 标准 形 . 口 
对 于 推论 3 中 的 正 交 矩阵 也， 还 可 以 满足 det TT 二 1， 事 实 
上 , 令 5 二 diag( 一 1，1,.…，1), 则 知 det T'S 二 -det 且 


(TSY A(TSY = TAT. 
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习 题 


1 求 正 交 矩阵 全 使 T'AT 成 对 角形 . 44 为 


村 人 0 ;> 
1 |-2 1 2) 2) | 2 5 -4], 
0 -2 0 -2 -4 5 


2 设 4， 吾 都 是 另 阶 实 对 称 和 给 阵 ,证明 存在 正 兖 和 矩阵 使 
T 4 一 吾 的 充分 必要 和 件 是 A4，B 的 特征 多 项 式 相等 (或 
特征 多 项 式 的 根 全 部 相同 )， 

3 设 4ERexn 且 由 =44. 试 证 
1) 车 A 二 4, 则 存在 正 交 矩 阵 人 使 得 T'AT = diag{ 五 ，0); 
2) 若 起 二 了, 则 存在 正 交 矩阵 全 使 得 T'4T = diag{ 太 ， 
a 


人生 设 对 称 变换 A 的 特征 值 为 Al 三 2 过-… 达 An. 试 证 Ya E 
VV 满足 AMi(o, oa) 二 (ao Aa) < An(a, a). 


5 ni 阶 实 对 称 答 阵 4 的 特征 值 均 为 正 数 的 充 要 条 件 是 4 为 正定 
方 阵 . 


6 设 加 , BB 都 是 nn 阶 实 对 称 粘 阵 ， 且 BB 是 正定 的 ， 证明， 存在 
和 实 可 道 窍 阵 了 和 使 得 工 47, 7"BT 都 是 对 角 矩 阵 . 
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设 4、B 都 是 1 阶 实 对称 集 阵 . 县 A 是 正定 的 . 试 证 4B 相 
似 于 对 前 第 阵 . 又 若 BB 也 是 正定 的 ， 则 4B 的 特征 值 为 正 实 
准 [， 

设 oa ER?”, |al = 1 证 明 存 在 对 称 正 交 短 阵 4 使 得 coll4 = 
二. 

证 下 为 nn 维 Euclid 空间 . AE& EndV. 若 

(ha 8) = —(a, AB), Ya, BEV, 


则 称 .4 为 反对 称 变 换 , 试 证 

1) .4 为 反对 称 变 当 且 仅 当 .4 在 标准 正 交 基 下 的 矩 帮 是 反 
对 称 的 ; 

2) 反对 称 变换 .4 的 特征 多 项 式 的 根 为 纯 虚 数 { 即 实 部 为 堆 
的 复数 ); 

3) 设 Wi 为 反对 称 变换 4 的 不 变 子 空间 ， 则 态 + 也 是 4 
的 不 变 子 空间 . 

设 4 为 实 对 称 矩 阵 ，B 为 实 反对 称 矩 阵 , 且 AB = BA; 4- 
B 可 道 , 试 证 14 十 五 1(4 -- B)-1 为 正 交 矩阵 . 

设 六 5 RY?*7. 试 证 

1) 4 = A 当 且 仅 当 4AA = 4A', 目 4 的 特征 根 都 是 实 
数 ; 

2) 有 = 一 4A' 当 目 仅 当 A'4 = 44', 且 4 的 特征 根 都 是 练 
虚数 ， 


3) 和 一 A+ 当 且 仅 当 .424 = AA', 且 4 的 特征 根 的 模 为 
1. 
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7.8 ” 西 空 间 及 其 变换 


Euclid 空间 是 有 内 积 的 实 线性 空间 . 将 此 概念 维 广 到 复线 性 空 
间 ， 即 复线 性 空间 再 加 上 内 积 就 是 本 空间 .内 积 的 定义 如 下 . 

定义 1 设 Y 是 复数 域 CC 上 的 线 空间 ， Y 上 的 二 元 复 函 数 
(a, B) 若 满足 下 面条 件 ， 


1) {oa, 8) = (8, o), Ya, BEV, 
这 里 (8, a) 是 (58, a) 的 共 雹 复数， 
2) (kalt Kao2, B) = kloan, B) + R202, B), 
Ya, a2, HEV hh, Ko & OQ; 
3) (a, Q) 之 0, 而 且 (ar， 0) 二 如 当 且 仅 当 = 0; 
则 称 (G8} 为 的 内 积 , 并 称 W 为 而 室 间 . 
例 1 在 Cn 一 Cn 中 定义 二 元 函数 (a, 2) 为 


(a, B) = a8', Vo, BE Cn， 


则 (a, 局 为 内 积 ，C” 为 西 空 间 . 
本 空间 的 结构 及 线性 变换 的 性 质 很 多 地 方 与 Euclid 空间 的 结 
构 及 线性 变换 的 性 质 雷 同 ， 但 又 有 区 别 ， 现 将 而 空间 的 主要 性 质 罗 
列 于 下 ， 读者 应 将 其 与 Euclid 空间 相 比 较 ， 注 意 两 者 异同 之 处 . 
1 内 积 对 第 二 个 变量 是 半 钱 性 的 ， 即 


(@, KF1B1 + k2B2) = ila, Bi1) + kala, Ba). 
这 个 式 子 也 等 价 于 下 而 两 个 式 六 ， 


(a, Ea) 天 [ae， a), 
(o H+ Pa} = (0, A) + (a, fo). 


2， 称 lal 二 w(fa oa] 为 a 的 长度, 于 是 ， lw =0 当 且 仅 
当 a=0. 
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3。 Cauchy-Bysaxosckmit 不 等 式 成 立 ， 即 
ila, PB)} < jal :|i. 


而 且 ， 当 且 仅 当 ee, B 线性 相关 时 等 号 成 立 . 
事实 上 ， 二 0 时 ， 上 式 自 然 成 立 ， 设 如 去 0. 于 是 


(3, 及 {8, 8) 
(a, A) 
8, (a, 8) 


《os 有 IO， dj 
+ 万 (8, A), 


8) 


(a, 2) 
(8, 6) 


0 <(a— 


(8, a) 


(ar Ce) 一 


于 是 
(a, ou B) > (a, Da A), 


县 等 号 成 立 当 且 仅 当 a 一 将 全 8 = 0, 即 a, 6 线性 相关 . 
从 Cauchy-ByHakoncrnii 不等式， 可 定义 二 非 零 向 量 a, 六 的 
夹 角 为 


Oy = 一 】 l(a, 6)| 
有 合同 


< (a, A) < 3: 


4、 若 (a, 月 = 0, 则 称 a 与 2 正 交 . 非 零 向 量 组 i, G2 : 
中 向 量 若 两 两 正 交 ， 即 当头 了 时 ， (ai Qj;) 二 0, 则 称 为 正 交 向 
其 组 . 

容易 证 明正 交 向 量 组 必 线 性 无 关 . 

5。 西 空间 的 基 Qar， G2;:…，Qm 车 满足 


(Qi, Qj) = di;, 工人 二 人 
则 称 为 标准 正 交 基 ， 
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此 时 ， 向 量 的 坐标 及 内 积 有 如 下 形式 . 


(a, Ql) 
(a, oz) 
crd{(a: Ql 2, '":,， nj) = - 4 
(ai Qn) 
(as 8) = crd{a:; dl 2 ' on} crd{p:; 1 C2, ”1 Aan). 


和 对 商 空 间 多 的 任何 一 组 基 Ql, co, ..., Qn, 用 Schmidt 
正 交 化 方法 ， 可 找到 标准 正 交 基 sl, 23, ...; sn 使 得 


Liel, ER ,+e En) = Llay, C2 am l<k<n. 


7， 4E Cnxn, 自满 足 有 万 4 = 一 4A = 五 , 则 称 44 为 西 矩阵 . 
甩 ,，B 为 西 抢 阵 ， 则 4m1,， A4B 也 是 本 给 阵 ， 又 |det 4| = 1 
从 标准 正 交 基 到 标准 正 交 基 的 过 滤 抵 阵 为 西宁 阵 . 

8. 酉 空间 Y 的 子 空间 态 也 是 酉 空间 ， 且 当 dimV < oo 
时 ， 

V= 全 十 全 - 


3 


其 中 
Vi ={atVla, P=0, vieW)} 


为 Y 的 子 空间 ， 称 为 页 在 WV 中 的 正 交 补 . 
以 下 是 西 空间 的 线 福 变换 的 一 些 性 质 . 
9. 设 VV 为 西 空间 ，.A € EndV. 则 存在 唯一 的 线性 变换 .A 
使 得 
(Aa: B) = (a, ABY, Ya, Pe. 


称 .4 为 4 的 共 思 变 搁 . 


事实 上 , 在 WV 中 取 一 组 标准 正 交 基 c1，e2，...，En. 设 
M(A; el，&2, ...，En) 二 4， 于 是 在 在 唯一 的 A* € FndV 
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使 得 MCA*; 21, 822. et 一直. 页 
(Aa, 月 
一 (4crdfai El ED Si en}) crdt3; Sl1: ED **', sn) 
= crd(Q; é1, £2) ,..) en)'A crd(p:; El) E29. ..., En) 
= {a&, A 2). 


车 有 .4 E EndV, 使 得 (Aa, 3) = (ao, A18). 则 
(ay (A — A1)B) =0, Ya, BeV. 
项 Al = A*. 口 
从 这 里 ， 还 知 当 si，sa，...，sn 为 标准 正 交 基 时 ， 则 
M(A’; el e217, en) ~— MI(A; el, e2. «io, en). 


车 A4= A4*, 则 称 4 为 正规 变换 . 
者 .4 为 正规 变换 ，a € Eo(). 则 me BCA*). 和 且 工 (@)1 
为 所 与 .4 的 不 变 子 空间 . 
事实 上 ，、， 由 (一 和 id}a = 0, 知 
(CA* — hoid)a, AY — Moid)a) 
= (a, (A— Moid)(A* — Moid}a) 
= (a, (A” — Moid)(tA — Noid}a) 
—0. 


叉车 BE Layt, 则 


(a, AB) = (A8, a) = (6, Ata) = (8, Moa) 
= Ao(3, oa) = Mola, B=0. 


即 AB E Lo) 类 似 地 A*P € L(a)+. 口 
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从 上 耐 分 析 可 知 ， 若 A 为 正规 变换 ， 册 有 标准 开交 基 51, &2， 
.….， En 使 得 


MIA; El E2s “"", En) = diag(A1. A2, “i 入 mm) 


有 三 类 正规 变换 特别 重要 . 

10。 车 A* = .4 1, 则 称 A 为 酉 变换 . 对 于 西 变 换 下 面条 件 
是 等 价 的 ， 

1D) (Aa, AB) = (a, 有 

2) (Aa., Ac) = (a, on)， 或 [Aal 一 |aji 

3) .4 将 标准 正 交 基 变 为 标准 正 交 基 ; 

4j ”4 在 标准 正 交 基 下 的 矩阵 为 西 和 矩阵 . 

这 里 我 们 只 要 指出 2) 到 1) 的 证 明 . 设 ca, BEeEV keC. 于 


是 
CAfa + kD), Ala 十 KDJ] = (a + kd, ot kD) 
= (4a Aa) + E(AB AD) + ElAa AB) + kLAB ADB) 
= (a 8) + k(B, a) + kla 0) + (8 B). 

故 有 


k(AB Aa) + klAa, .AD) = E(B oo) + kta, 8), 
分 别 取 丰 = 1, 下 二 Vv 二 1, 可 得 
(Aa, AB) = (a, A). 口 


若 和 0 为 本 变换 的 特征 值 ， 则 XoXo = 1. 

13， 车 A* = A, 则 称 A 为 Hermite 变换 . 下 面 是 Hermite 
变换 的 等 价 条 件 . 

1) (Aa, 2) = (0, AB), Ya, J EV. 
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2) .4 在 标准 正 交 基 下 的 步 阵 4 满足 


Ee 
这 种 矩阵 叫做 Hermite 和 矩阵. 
Hermite 变换 的 特征 值 为 实数 ， 
12.。 车 . 必 一 一 4 则 称 4 为 反 Hermite 变 拉 . 下 面 是 反 
Hermite 变换 的 等 价 条 件 . 
1) (4a, 有) = -la, .49)，Yea EY 
2) .在 标准 正 交 基 下 的 矩阵 4 满足 


一 


入 二 一 4. 
这 种 矩阵 叫 和 做 反 HHermite 和 矩阵. 
扩 Hermite 变换 的 特征 值 为 纯 虚 数 . 
习 题 
证 明 本 节 给 出 但 来 证 明 的 千 论 ， 


7.9 同 量 积 与 混合 积 


三 维 Euclid 空间 ， 如 通常 意义 的 空间 中 ， 除 线性 运算 与 内 积 
外 , 还 有 两 种 在 解析 几何 , 微分 几何 与 物理 中 广泛 使 用 的 运算 一 向 
量 积 与 漫 合 积 . 本 节 总 假定 所 讨论 的 空间 是 三 维 Euclid 空间 ， 
定义 1 设 al, 02, G3 与 抽 , Bz B3 都 是 基 ， 如 时 


Cl Oa Ca 
det 7 > 0, 
B22 Bs ) 


则 称 Ol Co Ca 与 号 ， 2, i 有 相同 的 定向 . 哲 则 称 Cl No Cs 
与 B， PB2，Bs 有 相反 的 定向 . 
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显然 ， 下 烈性 质 成 立 . 

1. Gl; G2 G3 与 自身 有 相同 的 定向 ， 

23， 车 Ql 02, as 与 矶 ， /和 2 33 有 相同 的 定向 , 则 Bi, 2，Bs 
与 &1，Q2,， G3 有 相同 的 定 癌 . 

3， Ql, ea 03 与 抽 ，02，B3 有 相同 的 定向 ， 商 , 扣 ， 提 与 
31，232， ?3 有 相同 的 定 问 ， 则 Qi， G2， G3 与 1 YY， 33 有 相同 的 
定向 . 

4。 1，aa G3 与 az，G1，a3s 有 相反 的 定向 ; 任 一 基 记 ,2,3 
或 与 Q1，Q2z， Qs 有 相同 定向 ， 或 与 Qs, Q1，Q3 有 相同 定 同 . 

定理 1 设 sl，s2，s3 与 1，E2'，E3' 均 为 右 ( 左 ) 手 系 标准 
正 交 基 ， 则 a1，e2, 53 与 sl , s2 &E3 有 相同 定向 . 

证 不 妨 设 {O; sl1，s2，s3} 和 {O; sl1，s2，E3} 的 坐标 系 分 
别 为 加 天 了 2 O 〇 OXY"'Z' 且 光 为 右手 系 . 

对 于 s3' 二 e343，E3' 二 一 cd 这 两 种 情形 ， 定 理 的 证 明 较 容易 ， 
读者 可 自行 完成 ， 

设 sa' 了 士 sg 此 时 OXY 平面 与 OX'Y"' 平面 相交 ， 设 交 
线 为 OL， 选 取 方 向 ， 使 OZ 逆 时 针 绕 OT 旋转 到 OZ 的 夹 角 
ziGODG = 日 满足 0<8<x, i 记 AXOL = LLOX' = op. 则 有 
XP PT, 
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于 是 从 ], E21 £3 到 El1', £2', 3’ 的 过 渡 逢 阵 为 


coswp sinp 0 1 0 0 
[aa COSP | ( cose sn 
0 0 1 0 一 Sn cost 
cost sinw 0 
- (sin COS UW )] 
0 0 1 
显然 ， 此 矩阵 的 行列 式 为 1. 口 
若 基 al，a2，aa3 与 右 【 左 ) 手 系 标准 正 交 基 定 向 相同 ， 则 称 
al，a2，as 为 右 (在 ) 手 系 . 
定 导 2 设 fsl，sz，8ss 是 右手 系 的 标准 正 交 基 . a = 


3 过 
2 Mis j= 2 ie. 则 a 与 8 的 外 积 (向 量 积 ), 记 为 a x 及， 
是 下 面向 量 


ox B= (020bs — a3bo)el + (aab1 — ba)er + (a1bs — a2b1)es- 
由 上 面 乍 尽 ， 我 们 可 用 行列 式 符 号 表示 : 
El Ea [ae 
rxB= det (a 他 2 a ] 
bl bs bs 


定理 2 设 a, 是 两 个 向 量 ， 则 

1) lax =|lal:l3lsinia, BY, 0 < (oa, BT7. 

2) (ax#, a)=(oaxB. 5)=0, 

3) 若 a, 8B 线性 相关 ， 则 x8 =0; 若 @&， 8 线性 无 关 ， 则 
,9 ，Q x 上 也 线性 无 关 ， 且 构成 右手 系 . 

证 1 由 实 x 如 的 定义 易 知 


le x BP 


一 (azbs = Ca) 十 {0301 a1bs)* (a1bs = a2b1)” 
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一 > (oby)” — 2(g20abobs + aiaabhba + tia2b1bo) 
2 
一 afby — of — a2bs — a3b3 
和 了 
—2(0203b2bs 十 a1gabibs + alaoptpo) 
= (a1+ a3 + as)(bt + b+ b2) 一 (al 机 + aobo + aabs)? 
= |al48 ~ al cos? < a, 8 > 
=|al’lBl sin? <a, 8 > ， 


由 和 三 知 1) 成 立 . 

2) {a x BH, a) 二 (a2b3 — G3ba jal + (aabi—aiba}azt (a1b2 一 
azb1)a3 = 0. 

同样 ， (a x 8, 8) = 0. 

3) os 月 线性 相关 ， < ay > 二 0 或 7. 大 ax6=0. 

者 a， 月 线性 无 关 , 由 1) axB 关 0. 由 3 知 a, 都 与 ox 
正 交 . 赦 a, 8, a x 8 线性 无 关 ， 而 且 


a1 (2 03 
1 b3 
G2 43 be al dl] (2 
ba br ba bi b] bo 
_ | 2 as |as af la az| 、0 
bo bs bs hh bl bo : 
故 a， 六, Qa x 8 为 右手 系 . 口 


定理 2 的 结论 1) 指出 a x 8 的 长 度 由 与 8 完全 确定 .而 
结论 2), 3) 则 说 明 a x 8B 的 方向 也 由 a， 8 完 生 确 定 ， 因 而 wx 有 
与 基 {El, E52, 5E3]} 的 选取 无 关 . 通常 在 解析 几何 中 更 喜欢 用 几何 让 
观 明 显 的 定理 1 作为 向 晶 积 的 定义 . 

定理 3 设 a, 8 7 为 向 量 ， 天 为 实数 ， 则 下 面 结果 成 立 ， 

1]) 和 xx 月 = 一 有 xc 
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2) {ka) x B= ko x 8) = a x (kB). 

3) (a+Bxy=axythixy, XI 说 = axpt+axY. 
证 ”这些 结果 由 定义 2 直接 算出 . 口 
定义 3 设 a, 5, YY 是 三 个 向 量 . 称 


(ca B, 7) = (oa X B, 7) 


为 ma 好 与 ?的 混合 积 - 

向 量 积 与 混合 积 的 几何 意义 如 下 ， a x 上 8 与 a, 8 正 交 , 且 
a, 8, a x 8 构 万 右手 系 ，|a x Bi 二 al .18|.sin < a, 6 > 恰 为 
ci; 月 所 张 成 平行 四 边 形 的 面积 .以 日 表示 <ax8,Y> 则 


(a, 8, 7) = [a x 8| :|Yy| cos#. 


其 中 [YY| cos8 为 了 Y 在 ax 有 所 在 直线 的 投影 ， 而 此 直线 愉 为 ee, 局 
张 成 平面 的 垂 线 (又 称 法 线 ). 因而 |(Q, ,YY)| 为 以 ,8B, YY 为 楼 
的 平行 六 商 体 的 体积 ， 当 Qa, 8, 为 右手 系 时 ， {QB8, 7)] 为 正 ， 
当 Q，B,， 7 为 左手 系 时 ， (ka 户 ， YY) 为 负 ， 因 而 称 {Qa，， YY) 为 
oo 六 ,了 张 成 的 平行 六 面体 的 有 向 体积 . 也 简称 为 体积 . 如 下 图 ， 


定理 4 设 {se1，#2，e3} 为 右手 系 的 标准 正 交 基 , 又 ea = 
” 149 ， 
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3 ee: 3 
aiEi B= 2 bieis Y = 2 CiEi. 则 
t= 二 1 t+ 一 1 i 二 1 
Ql U2 3 
(a, 如: 了 ) == b] ba ba ， 
Cl Cy 3 
证 ”可 由 向 量 积 ， 混 合 积 的 定 余 算出 . | 


利用 向 量 的 内 积 , 问 量 积 与 混合 积 , 容易 写 出 空间 平面 的 方程 . 
1， 通过 太 点 ， 与 向 量 a 垂直 的 平面 方程 : 为 


(PP，a)] = 0. 


如 果 在 直角 学 标 系 {0O; EL £2 53} 中 苞 的 坐标 为 (xo, HO, 
z0， 的 分 量 为 a, b,c, 则 可 写成 


atz— zo + by ~ yo) + ctz— 0)=0. 


如 王 左 图 . 


2. 通过 轴 点 平行 向 量 w，8 (a, 6 不 共 线 ) 的 平面 方程 为 


{HyP, a x 8)=0, 


(a, 8B, PP} = 0. 
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若 在 直角 举 标 系 {OO:; El Ed, £3} 中 mo 的 人 举 标 为 (zo, YO TO 
Gy a 的 分 量 为 C1 C2 C3 与 bh1, bs, ba. 则 上 述 方 程 可 写成 


T—To0 yy- 2— 0 
ol {2 23 |=0, 
bi bo bs 
如 上 右 图 . 
习题 
1 设 Q ,7Y 是 三 个 向 量 . 试 证 (axB)x7Y = (a, Yj8-(8, 7Y)a 
2 设 c, 及 7 是 三 个 向 量 ， 试 证 
(ae xD)xT7+I(x? 了 jxa+(7xox 杂 =0. 
(此 式 称 为 Jacobi 恒等式 .) 
3 设 a 中 6 是 四 个 向 量 . 试 证 
(a x 8, TYx 人 =(a7)9, 人 一 (9 Yla, 6). 
(此 式 称 为 Lagrange 恒等式 .) 


4 试 证 


‘(ax B) x (Y x 

= (oa 8B, 97 一 (oa B, Y)5; 
(8, TY, a+ (Cy, a, HB 
+la, B, 6)Y + (4, a, 7)6 
=0. 
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试 证 对 向 量 at， 有 Bi (1 之 2 < 3), 下 面 等 式 成 立 ， 


(ot, G2, oa) (1, Ba, Bs) 

= det((os, 5)); 

{ol x Bl, ez x Bo, as x Bs) 
= (a, Qa, Ho}, 3, ho) 
一 (al Qa, Ba a2, Ha). 


设 吕 ,， 4, B,C 四 点 不 共 面 . 又 令 wa = 04, 9 = G5, Y= 
OC. 求证 O 到 平面 4BC 的 高 为 h= |(a，B,， ?ji 一 吕 
x(Y ~ ol. 


在 定理 1 中 ， 若 ss 二 土 ea, 试 证 明定 理 1 的 结论 . 


注 此 时 ， 定 理 1 的 证 明 中 的 日 可 分 别 取 为 0, xz， gp, 芒 的 
取 值 范围 为 一 不 < PP vw < TT. a, pp 地 称 为 ET E2 CY 关于 
zl; E24 E93 的 BUuler 角 . 
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第 八 章 ” 双 线 性 函数 与 二 次 型 


本 章 将 讨论 三 仿 内 容 ， 一 是 线性 空间 的 对 偶 空 间 ， 即 线性 空间 
上 的 线性 阔 数 构成 的 空间 ， 二 是 线性 空间 上 的 双 线 性 项 数 ， 可 以 说 
这 是 Euclid 空间 的 内 积 的 推广 最后， 也 是 本 章 的 重点 二 次 型 . 我 
们 主要 讨论 实数 域 与 复数 域 上 的 二 次 型 ， 一 种 观点 是 将 二 次 型 看 作 
二 次 齐 次 多 项 式 . 另 一 种 观点 是 视 二 次 型 为 线性 空间 的 对 称 双 线 性 
随 数 的 茶 种 限制 . 双 线 性 函数 与 二 次 型 均 可 用 矩阵 的 方式 来 表示 . 
二 次 型 理论 有 多 方面 的 应 用 ， 这 里 仅 以 其 在 数学 分 析 与 解析 几何 中 
的 应 用 为 例 . 


3.1 对 俩 空间 


本 节 讨 论 线 性 空间 的 对 个 空间 ， 妈 线性 空间 到 其 基 域 (一 维 线 
性 空间 ) 的 同 态 映射 一 线性 函数 所 构成 的 空间 . 

定义 1 设 V 为 数 域 PP 上 的 线性 空间 ， 玉 到 P 卫 上 的 映射 f 
车 满足 

1D flat+B)= flo) + fF(8), Ya, BevV, 

2) fika) = ka, Yao E VEkEDP, 
则 称 了 是 了 上 的 线性 函数 ， 

简 言 之 ， Y 上 线性 函数 了 即 为 VV 到 P 的 线性 映射 以 V* 
表示 WV 上 所 有 线性 函数 的 集合 ， 窜 易 得 到 线性 阔 数 的 下 列 性 质 . 

1. YY 上 函数 ( 即 VV 到 下 的 映射 f 为 线性 函数 当 且 仪 当 


fkoa +18) = kf(o) +Uf(8), Yk, IEP, a, peV. 


: 153 . 


Maked by freekaoyan.com 


www.freekaoyan.com 


2. 若 feV, 则 f(0)=0, f(-2) = 一 Fo 
3、 若 站 ETYY+ oar EV, ki EP,1l1<i<s 


f 所 ka 一 kf(os), 


i=1 


4。 设 下 9EV E11 E52) en 为 六 的 一 组 基 . 则 f= g 
当 毕 促 当 
天 [全 一 glei), i 二 1 2， rr 


局. 设 51， 582 .En 交 玉 的 一 诅 基 ， 1， ia，...，an EP. 
则 存在 唯一 的 了 €E Y” 使 得 


flei) = i 1 二 1， 2 “7 


事实 上 , 对 a 二 六 heiEV 令 
《一 1 


fo = D ,Kio 
i 
= (fle1), flea); ..., flen))crd(a; ei, £9, ..., En). 


容易 验证 明 f E VY*, 由 性 质 4 知 了 的 肉 一 性 . 口 
称 {fle1)，...，f(2n)) 为 了 在 基 21， 22， ...， En 下 的 矩阵 . 
定理 1 设 站 是 数 域 局 上 的 线性 空间 . VY 为 VW 上 所 有 线 

性 函数 的 集合 ,又 设 了 gE VV" 定义 了 与 9 的 和 了 十 9 如 下 


(f + go0) = fa) + g(a), Ya eV. 
及 设 cEP, 定义 c 与 了 的 积 cf 如 二 
(cf Ha) = cf{a), Ya eV, 


则 十 9，cf 6E Yi; V* 对 上 述 加 法 及 数量 乘法 构成 PP 上 线性 空 
则 ， dim V* = dim VY. 
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证 设 c BEV; 此, EPE, 于 是 


(f+ okat+1d) = fka +18) + otka + 10) 
= kf(oa) +if(8) + Roa) + lg(8) 
= kf + g(a) + If + g)(8), 
(cf)(ka+1B) =ekfta) + elf (8) 
= k(cf}{a) + i(ef)(8). 


因而 ff 二 9, cf EVV, 
以 0 表示 WW 上 可 下 因数 : 


0(a) =0, YaevV 
显然 ，0 EV* 且 
0 平子 一方 vev. 
又 著 EV 令 一 f=(--1)f. 则 
f+(~f)=0. 


容易 验证 V* 对 上 述 加 法 及 数 量 乘法 构成 卫 上 线性 空间 . 
设 &1， E2，,，- .+ En 为 V 的 一 组 基 . 由 性 质 3 知 ， 存在 fis 12， 
-fn EV", 满足 


file;) = 0; ;, l< ?7<n. 


车 上 1， Ko, a kn 了 使 得 


条 
> kfi = 0. 
i==l1 


则 


kj = Dki6iy = Skifiley) = Ole;}=0, 1<j7<n. 
i=1 : 


+ 二 1] 
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因而 hi, fz “9 fi 线性 无 关 . 
叉车 f EV *, 由 于 


(Fie) -ite fi (< 让 (hh l<7<n, 


故 性 
了 一 》 fei) 上 
?一 
因而 方 ， 户 ，.. ,万 是 8V 的 基 ， 故 dimV = dmyY”. 口 


定 突 2 线性 空间 Y 上 所 有 线性 函数 所 构成 的 线性 空间 WV” 称 
为 的 对偶 空间 . 
有 又 设 51， ss， ...，En 为 的 基 . 由 


让 JE lh 7 (1) 


所 决定 的 V* 的 基 及 ，f2，...， 刻 称 为 el1，t2，...，En 的 对 偶 
基 . 

定理 2 设 51，52， .En 与 科 ， M2，...， ?hn 都 是 线性 空间 
VY 的 基 ， 璇 ， 2;， .所 与 加 892， ，gn 分 别 为 它们 的 对 人 眉 


基 . 则 
te dc (2) 
91 12 ... Tn J192 ... gn 。 
证 设 a= 六 2 f= Df 于 是 
j= 


fila) = Vy zfiley) = 这 


j=1 


flei) = 9 fi(ei) = 信 ， 
j=1 
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因而 
Qo = fila)es (3) 
i=1 
f= > Fess (4) 
c= 
进而 
fo = f(edfilo) 
= crdlf; fi, f2, rs fn) erd(la: El ER +++, Sa) 


一 crdfai e1, E2; ,esEn) erd(tf; fi, fo,..., fn). 


于 是 
roOW; ew CR 
人 Ta Tn - #1 2 ... gn 
一 (couiT ( 9 i  )) cob (es 和 ja 
. Hi 2 .Pn , 1 092 ..- Or 
一 crd(i; e1, £2. .-., Een) crd(g;; fi, fa, 1, fn) 
= gy (ni) 
= 0;j. 
豆 定 理 成 并. 口 
等 价 地 说 ， 即 


是 | en 
0192 ... Yr 71 12 .Nn 
设 Y 是 数 域 了 上 的 线 尾 空间， VY* 是 WY 的 对 偶 空 间 ， 双 谈 


QE VW. 则 由 下 面 等 式 定 儿 的 VW* 上 上 的 内 数 a*; 


oa (ff)}= fa), vf ev 
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是 VY* 上 的 线性 函数 ， 即 a** E (V7)*. 
事实 上 ，Yf, 9 ETy kk EP, 我们 有 


or*{f + = (f+90) = fa)+9(0) =a"(f) + oa" (9) 


oa (kf)} = kf(a) = koa™ (用 
定理 3 设 {V*) 为 线性 空间 Y 的 对 侦 空 间 TY 的 对 偶 空 
间 ， 对 a EV a* 定义 如 上 . 则 六 到 (V*)* 的 映射 a 一 
是 线性 同 构 映射 . 
证 设 o,BEVWk,ieP,jeV". 由 


(ka + iB)™(f) = flka + 8) 


= kf(a) + if(8) 
= (koa™ + 18™ )(f), 


知 映射 a 一 > a*” 是 线 手 映射 又 着 


即 
fe) =0, viev', 
由 (3) 式 知 a 一 和 因此 映射 是 一 一 的 . 又 由 dim(V*)* = dimV* 一 
dim W, 知 此 映射 是 同 拘 . 口 
由 此 定理 ， 我 们 可 以 将 o* 与 & 等 同 起 来 ， 这 时 (VYV*)* 等 同 
于 即 六 为 W* 的 对 侦 空 间 . 
例 1 设立 = 天” 则 tr: VP,， 


她 
trA= »- enti ii 过 
i=1 


为 Y 的 线性 函数 . 
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例 2 设 V=P[X], tEP. 定义 V 上 函数 上 如下: 
LAf (7)) = f(t), Yfz) em 


则 Ls 是 W 的 线性 函数 
例 3 设 存 一 PE = 人 Fe € PIX]| deg f(z) <n 或 f(x) 
= 0}. ly 2 an € PP, 互 不 相等 . 令 


于 是 
六 (Ga 让 = G65, 1l< 2 2 < - 


车 Cl Co -ry entEP 使 得 
Tr 
>》 cipi(£) = 0, 
t=1 


则 


cipitay) = ci=0, 1 <iI<n. 
和 一】 
故 p1(z), p2(z), en pn (x) 汐 V 的 基 . 而 了 了 | La 
(参看 例 2 ) 为 其 对 偶 基 . 并 由 (3) 式 知 ，Yf{z) EV ,有 


f(z) 一 > fai)pi(z). 
+=t 


习 里 


1 设 玉 是 数 域 PP 上 三 维 线性 空间 . si1，s2， E3 为 六 的 一 组 
基 . 
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1) 车 ff€v', 有 有 fleit+es) = 1, fles - 262) = 一 1 
Frfsl 十 ca) 一 一 3. 求 用 lsl 十 X252 十 353). 

2) 求 f eV'*, 使 得 fl(e1 十 83) = f(s2 一 3e9) 一 0 fel 二 
£52] 二 上. 

3)】 设 天 , 二 户 是 51，22， #3 的 对 候 基 ， 坛 证 Ql 二 2&1 一 
E34; 02 一 61 十 E29 十 53， 03 二 52 十 Ee3 也 是 VW 的 一 组 基 ， 并 


设 方 ， f2， | 1 是 线性 空间 WW 上 的 3 个 非 委 线性 上 数 . 试 
证 存在 Q E 了, 使 得 fa) 关 0,， 1 2 所 8. 


设 Ql; O21 -1 Cs 是 线性 空间 V 的 上 个 非 零 向 量 . 试 证 存 
在 了 EVV", 使 得 foij 关 0, 1 1 s. 


设 Y 是 数 域 P 上 的 线性 空间 . 4E EndyY 又 feEV"*. 定 
义 WW 上 辐 数 AY 了 如下: (Aa) = (Aa)，YQ EV. 试 


1) A*f eV; 
2) A* €E EndV'”; 
3) EndV 到 EndV* 的 映射 4 一 ; A* 是 线性 同 构 映 射 
且 
4) 4 EL 让 为 下 的 一 组 基 ， 万， f2; pd hi 
它 的 对 出 基 ， 则 

AT(.4 万， fs, 各 人 人 ya = MI{(A; 万 1 Ry 1 En 


我 们 称 4 为 4 的 转 雷 了 映 射 . 
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5 设 耻 是 数 域 卫 上 线性 空间 . 万;， 产 ; .….， 大 ETY 试 证 
1 下 =f 居 ET Roy 站 1<S1S 在 是 的 子 空间 ， 
称 为 六， 瑚 .下 的 零 化 子 室 间 , 记 为 


ann{fi, jf2, 1 fr}. 


2) 等 化 子 空间 的 维 数 为 


dimanm{fi, fo, ..., fr} 
= dimV ~ rank{fi, f2, ..., 有 上 


3j VY 的 任 一 子 空 章 缘 为 某 些 线性 函数 的 零 化 子 空间 , 


3.2 双 线 性 函数 


本 节 讨 论 线 性 空间 的 双 线 性 函数 , 特别 是 对 称 双 线 性 函数 ，Eu- 
ciid 空间 的 内 积 就 是 一 类 特殊 的 对 称 双 线性 函数 .因而 ， 双 线性 消 
数 的 许 包 性 质 类 似 于 Euclid 空间 内 积 的 性 质 . 

定义 1 数 域 已 上 线性 空间 WW 上 的 一 个 二 元 函数 了 【 即 对 
WW 中 任意 一 对 元 素 w，8 ,根据 了 都 唯一 地 对 应 于 PP 中 一 个 数 
fa 有) 如 有 下 列 性 质 : 

1) flhio 十 ia 2) 一 和 Fa B+ Raf (oz, A), 

2) fa, ki + kata) = kf, B+ kof la, Bo), 

Yhki, kz EP, a, Ql, G2, B, A1, Bo EV, 
则 称 了 为 WY 上 的 双 线 性 函数 . 

显然 ， 如果 f(a,， BB) 为 下 的 双 线 性 函数 ， 则 固定 Ga (或 可 出 

f(a, 8B) 是 以 8 (相应 地 以 Qa) 为 变量 的 的 线性 育 数 . 
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例 1 设 六 为 Euclid 空间 ， 则 WV 的 内 积 为 上 双 线 性 函 

数 . 

例 2 设 VV 二 P"*x1l， A EP"x" 定义 了 如 下 ; 
flX, YY}= XAY, YX,Y EV, 


则 了 为 VW 上 双 线 性 明 数 ， 

下 面 我 们 将 证 明 ， 有 限 维 线性 空间 上 的 双 线 性 函数 都 可 以 表示 
为 例 2 的 形式 . 为 此 ， 先 引进 下 面 的 定义 ， 

定义 2 设 是 nn 维 线性 空间 WW 上 的 双 线 性 函数 . &1, sa，. 
En 汐 WV 的 基 ， 称 7 阶 方 阵 


Golf El: ED rs En) 
jes 1). FErs Bo) wo fers Ea) 
ea， E1) f le2, Ee2) 和 fles, Een) 


Fen 51) fen £2) 1 flen: En) 


为 了 在 sl,， 52; .….， En 下 的 (度量 ) 矩阵 . 
定理 1 设 s1，s2，:.…，sn 与 轴 ， TR，...， In 都 是 线性 空间 


V 的 基 2 
| N12 Wn 


1) 设 QB E&YVY, 它们 在 sl1，sa，...，sn 下 的 坐标 分 别 为 
久 ,，Y. 了 是 了 上 双 线 性 函数 ， 则 
fa B= XGIf; el, E29, ,os En)Y. 
2) VY 上 双 线 性 函数 f, 9 满足 f= g 的 充分 必要 条 件 是 
Gf; El E27 111s En) = 人 (9i 81, £2, 1 En). 
3) 对 任 一 A & P"*" 存在 唯一 的 双 线 性 郴 数 了 使 得 
A= GI[f; a1, E2, .oy En). 
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4) 了 为 陪 上 站 线性 函数 ， 则 
G{f; Hl WH2y s+ nn) 一 了 人 (有 Fly ER es en)1l. 


证 1} 设 到 二 {ti Ta + Ti 2 末 (2 ， Yi yn ) 
于 是 


fo, B= Se | 
ep Pe 
= 2 ,2 Tyf (ei, 3) 


i 二 1 7 二 1 
= (z1, TEI + Wj 


fle1, 21) flei, £2) £7: fles, en) ¥1 
flez, 21) feo, E24) £7 fleo, En) 


flens ce) flens £2) 77 flen, on) \y 
一 XG(f; El E22 -ee en}Y. 
2) 车 了 = 二 gg 出 fe;, Ej) = glei, Ej), 1 17 < 夏 
好 [并 is En 二 Gg E11 En) 反之， 由 结论 1) 短 
f=9. 


3) 设 Q, 有 EV, 它们 在 E152; .En 下 坐标 分 别 为 车 
定义 
fla, B)= X'AY. 
容易 验证 了 是 WW 上 双 线 性 阴 数 ， 上 日 
fleis £1) = entiyA, i <i, jn 


项 G{f; sl sa sa) 一 由 由 结论 分 知 满足 此 条 件 的 了 是 叭 
一 的 . 
4) 因为 

coljT = crd(nmy; El ERY -i én), l < 
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于 是 由 结论 1} 知 


fm, ni;} = (coliT) CGI sl1，s2，. EniCcolsT 
= rowT'G(f; El £3, ..., Enjcol;l, 
鼓 
GU: my Ws MT GO oI SD ws ER 


从 这 个 定理 可 以 看 到 下 而 概念 的 重 克 眶 ， 
定义 3 设 4, 有 吾 EP?"x. 车 有 可 逆 挫 阵 卫 EE 卫 ” ”使 得 


B= TAT, 


则 称 BB 与 4 合同 . 

合同 是 等 价 关系 ， 即 满足 

1， 有 4 与 4 合同 ; 

2 只 与 4 合同 则 4 与 吾 合 同 ; 

3 号 与 4 合同 辟 与 如 合同 则 心 与 4 合同 , 

事实 上 ， A 二 TAL; B = TAT, 若 A = (T-1Y BT-; 
B=TAT, C= TIBT, 则 CC = (TTIY A(TTIY. 

定义 4 设 了 是 线性 空间 WV 上 的 双 线 性 函数 ， 若 从 


feo, B= 0 EV 


可 推出 a = 二 0, 则 称 了 是 非 退 化 的 或 满 秩 的 ， 

定理 2 设 是 线性 空间 V 上 的 双 线 性 函数 .， #1, 52) .En 
是 WV 的 基 . 则 下 面条 件 等 价 : 

1) 了 是 非 退 化 的 ; 

2) G(f; el，e2，...;En) 是 非 退 化 的 ; 

3) 车 大 ca 有 一 0 YaeV, 则 = 0. 
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证 由 定理 1 的 结论 1), 有 
fla.d) = XG(f;el, Ee2,..., En)Y, 


其 中 其, 下 为 ai, 有 在 El s2 ...， En 下 的 坐标 .因而 车 ft&, 3) 二 
0,， v3 EV. 即 


XGI(F; El SE2) -es enjY = 0, YY € 了" 


[i 
车 (六 el1, E32; 11, En) = 0. 
于 是 存在 六 E Pi， 大 了 关 0 使 上 式 成 立 当 旦 仅 当 
CU El £2 .+ En) 


是 退化 的 即 条 件 1) 与 2) 等 价 . 同样 条 件 2) 与 3) 等 价 . 口 
定义 5 如 果 线 性 空间 Y 的 双 线 性 肖 数 了 了 满足 


fa, 2B) = 18, ao), Ya, B EV, 
则 称 了 上 为 对 称 双 线 性 函数 . 如 果 了 满足 
fla, 9) 一 FUB， Qa), Va, BEV, 


则 称 f 为 反对 称 双 线性 函数 . 

由 定理 1 的 结论 1) 容易 看 出 了 为 对 称 (反对 称 ) 双 线 性 贤 数 
当 且 仅 当 在 ” 的 任何 基 下 了 的 矩阵 为 对 称 (反对 称 ) 矩阵 ， 

Puclid 空间 的 内 积 为 非 退 化 的 对 称 双 线 性 男 数 . 在 标准 正 交 基 
下 的 矩阵 为 单位 方 隆 ， 这 是 对 角 方 阵 ， 下 面 的 定理 可 看 成 这 个 结果 
的 推广 而 证 明 方 法 仍 是 Schmidt 的 “ 正 交 化 ”方法 . 

定理 3 设 V 是 数 域 呈 上 n 维 线 性 空间 .， fla, 53) 为 W 上 
对 称 双 线性 函数 . 则 存在 Y 的 基 21，E2，...，En 使 得 


Gf; El ER + -1 Een) 
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为 对 衣 滤 阵 ， 即 
G(f; e1, E2, ,.., En) = diag(di, d2, 人 dn). 


证 车 f= 二 0， 则 定理 自然 成 立 . 
如 果 fa, a) = 0, Ya E WV, 则 由 


fla, B)— 3(f(a+0, e+ 有 -fo o) -1(8, B)) =0 
知 了 二 0， 教 如 果 了 了 关 0, 则 有 sl ET 使 得 fls1，s1) 去 0. 自然 
s1 天 0. 在 中 取 基 &1, 加 令 
; fle1, mh) 


已 = 


一 E11, T= 2,.,..., Nn. 
Ue fley, el) 1; 了 3 


于 是 
fe1, £1) =0, 1~=2,...,n. 


而 且 <s1，72，...，mn 可 被 51， E59 ...， E45 线性 表 出 . 故 &1， 29， ,,,， 
en 为 Y 的 基 ， 即 有 


T = L{e1)iL(es, E91 上 er 上 
显然 ， Ya E (el BE L(es, ee) 有 
fa, 3}=0. 


而 且 f 在 L(e2，a3: ...， En) 上 的 限制 仍然 是 对 称 双 线 性 函数 . 
于 是 对 dimy 作 归 纳 可 得 本 定理 . 口 
推论 1 设 s1， E22, En 如 上 a= 3 wie B= yjej, 
t=1 了 一] 
则 有 
f(a, B) = > dirigi. 口 
i=] 
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推论 2 车 忆 二 C. 则 可 取 sl，ea，...，sn, 使 得 
G={f; si ec ..., en) = diag(ls, 0). 口 

推论 3 若 卫 王 玫 ， 则 可 取 el，s2，...，eni 使 得 
G= (f; si ea .sn 一 diag( 厂 ,一 五, 0). 口 


与 对 称 双 线性 阻 数 密切 相关 的 是 二 次 齐 次 函数 . 

定义 6 设 了 是 数 域 卫 上 线性 空间 f(a,， 大 是 VW 上 双 线 
性 函数 . 当 a = 8 时 , 得 到 的 WW 上 的 函数 f(a, a) 称 为 与 Fa 了) 
对 应 的 二 次 齐 次 妾 数 . 

二 次 齐 次 函数 有 下 面 人 性 质 . 

性 质 1 设 f, 9 均 为 YW 上 双 线 性 函数 则 


fla, 0) = gla, a), vae V 
当 且 仅 当 
fo, B)+ flB, 0) = gla, B) + 9(B,%m, Ya, BEV. 
事实 上 , 取 = 户 ， 则 由 上 式 得 


2f{la, a) = 29(0, a), Ya EV. 


-内 而 


fla, a) = gla, om), YaevV. 
反之 ， 则 由 
flatB, oat+B)=g9a0+6, a+D)，vaBET 
即 可 得 上 式 ， 
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性 质 2 设 WW 上 双 线 性 函数 f, 9 在 基 z1，s2，..,.，En 下 的 
矩阵 为 A 二 (ai 让 B= (bi7). 则 Ya eV fla, al = gla, 9) 当 
且 仪 当 

Qi 十 ji 二 bi ys 1 二 全 过 多 . 


其 实 ， 只 上 要 注意 到 


Th 1 Tt 了 
f > 证 二 1 > DIE 二 > > iy Tad 
=1 1 二 1 


T= 1 ?一 | 


中 zi71 的 系数 为 aiij 十 6ji 性 质 2 只 不 过 是 性 质 工 的 矩阵 形式 的 
表示 . 口 
性 质 3 WV 上 二 次 齐 次 隆 数 与 了 上 对 称 双 线 性 函数 间 有 一 一 
对 应 关系 . 
事实 上 ， 车 六 8 ， 玖 为 WY 上 对 称 双 线性 消 数 ， 则 由 
1 
fla, B= 3(fla+B, a+ 月 -Ha 四 -Ha 8)) 
1 
gz(a， 间 ) = al9lo +t, ot 6)— gta, a) - gt8, 9)), 


知 了 = 二 4 当 且 仅 当 fla, Qa} 二 gla， A), Ya < WV， 妓 映 射 ; 
射 ， 
又 设 态 为 了 上 和 企 一 双 线 性 函数 ， 定 多 站 为 


1 
fla, 9) = 3(fi(o, B) + fi(B, a)), Ya, Be 
容易 验证 为 VY 上 对 称 双 线 件 函 数 . 日 
Fa oa} = fifa, a), Va eV. 


因而 fa, 8) 一 ?了 f(a， a) = 广 (a，a) 是 对 称 双 线 性 两 数 到 二 次 
齐 次 函数 的 满 映射 ， 于 是 性 质 3 成 立 . 口 
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下 面 讨论 反对 称 双 线性 也 数 的 性 质 . 
定理 4 设 fla, B) 吓 如 维 线性 空间 WW 上 的 反对 称 双 线性 陨 
数 . 则 存在 的 一 组 基 El 辫 2 使 得 


G(f; el ea «1, En) = diag(Sy, 52, ..., $2, 0, 0, ..., 0), 


0 1] 
$= (" wl 


证 ”对 dim W 作 归 纳 让 明 

dimV 二 1 时， 了 二 0. 定理 自然 成 立 . 

dimV 一 2 时 , 若 了 一 0, 定理 成 立 . 现 设 矿 关 0. 于 是 有 
z1，E2 使 得 f(s1，s5) 关 0. 显然 s1，s” 线性 无 关 ， 于 是 El，sy> 一 
Fel， 59) eb 为 VW 的 其. 市 且 G(f; 81, ea2) = 52， 

语 dmy 过 n(n 之 2) 时 定理 成 立 ， 现 证 dimy = 二 nn 时 定理 
成 立 ， 若 了 = 0, 结论 自然 成 立 . 故 设 六 关 0 如同 对 dimV 二 2 
时 的 证 明 ， 此 时 有 21， se2 € VW 使 得 fsi，s2)] 一 1, se1， 52 显然 线 
性 无 关 . 于 是 可 将 21，e2 扩充 为 了 的 基 &1，E2， W183，...， Tn. 令 


Si= 人 十 fm el)e2 — fm e2)el, 3 Si<n. 
于 是 
fle1, ei) = cl， 全) + fm ei)flel, e2)=0, 
fle2, 61) = f{e2, 全) — fm, se2) fle2, 1)= 0. 
显然 ，E1,， E2， 53，,..，E4 仍 为 VY 的 基 . 令 


则 
TV 一 本 十， 
fla, 8) = 0， Em, 已 和 Yh. 
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由 于 了 让 全 上 的 限制 仍 为 反对 称 双 线性 邢 数 ,又 dim ya = dim VY 一 
2. 需 由 归纳 假设 有 友 的 基 sa，...，snm 使 得 


GF; ss En) = diaglSd2, ..., H2, OQ, ..., 0). 
II 个 
显然 ， sl1，E2， 53: .En 为 的 基 ， 且 
fr; 训 L 号 富 ， gn) — diag( Ss, sa 2， 0, rr 日， 
上 个 


于 是 定理 成 立 . 口 
推论 ”如 果 nt 维 线 性 空间 Y 有 非 退 化 的 反对 称 双 线性 函数 了 
草 二 2m 为 货 数 ， 且 存在 下 的 基 轴 ，ms，-..， 1 使 得 


0 Ei 
Gf; mh, mo i tn) = (1 


事实 上 ， 由 f 非 退 儿 及 定理 和， 知 有 V 的 基 El EV} ey En 
使 得 


G{F; a 局 刘 定 洒 本 让 局 三 diag( So, 向 二， a S2). 
PT 个 
于 是 站 三 2m. 邻 


ME= Ek 1 lil<k<m; 


Tktm ~ £2k; 1 < k 二 7. 


于 是 ?71， ‘ms n+l Dn 为 的 基 . 上 且 
0 了 
of; Hi, WH2, EU J 口 ] 


在 现代 数学 中 ， 下 面 这 些 概念 都 是 很 重要 的 .依据 这 些 概念 发 
展 成 许 包 重要 的 分 支 . 
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数 域 也 上 线性 空间 Y 中， 定义 了 非 退 化 双 线性 范 数 ， 则 称 六 
为 双 线 性 度量 空间 . 

实 线性 空间 Y 上 着 定 义 了 非 退 化 的 对 称 骏 线性 渔 数 ， 则 称 下 
为 协 卫 uciid 空间 . 

宰 线 性 空间 Y 上 若 定 义 了 非 明 化 的 反对 称 双 线性 函数 ， 出 称 
V 为 辛 空间 . 


习 题 
数 (X,Y}= tr(X'AY), X,Y Ee. 
1) 试 证 作 X,， 了) 是 YY 上 双 线 性 函数 . 
2) 求 于 在 基 {Ei: ;ll TITM1l<7<n; entpi kis = 
ki61;} 下 的 度量 矩阵 . 
2 设 V=P* 上 的 双 线 性 函数 FLX, 了 ) 为 


ftX, Y) -一 了 T12a 5Ta321 十 证 3 一 dray3, 


其 中 在 一 (Zz1, To Ty Ta) Y= (8) 3, y3, y4). 
1) 求 GIFi El E23, £3 £4), 其 中 


£1 一 (1, -2 I 0), £2 一 (1, ss 1, 0), 
e3={(-1,2,1, 1 &={-1, ~—1, 0, 1). 


2) 求 Gf; 1 T2173, 74) ? 其 中 


(1; tm Ns, 74) = {el 9 Ea)7, 
1 1 1 1 
1 1 -1 一 
1 1 1 -1 
1 1 -1 1 


二 
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3 设 玉 是 C 上 线性 字 间 ，dm 玉 之 2. Fa 5 为 了 上 一 个 
对 称 双 线 性 滔 数 . 
1) 试 证 站 存在 中 非 零 向 量 & 使 得 fté, 5 二 0. 
2) 若 fa， 及 是 非 退 化 的 ， 则 存在 线性 无 关 的 向 量 £, 7 
满足 flé, 7) 二 1 下 6) = fy, 1) =0. 


4 ” 试 证 线性 空间 VW 上 双 线 性 熙 数 fta， 8) 是 反对 称 的 当 昌 仅 当 
fla, 9) =0, Ya eV. 

5 设 f{Q, Bi 为 线性 空间 了 上 的 对 称 或 反对 称 双 线性 函数 . 者 
Fo, 有 一 0 则 称 a 与 8 正 交 . 设 环 是 六 的 真子 空间 . 
试 证 
1) 对 5&8gW, 必 有 EW 十 L(8), 99 关 0, 使 f{n,， a) 二 
0, Yo 亡 Ww 和 . 
2) Wt+={aeVfi(a, 8)=0, YA EW} 是 VW 的 于 空间 
( 称 为 全 的 正 交 补 ) 
3) 车 WNW=(0), 则 VV = 到 十 Wt; 
4) fe，B) 在 矿 上 的 限制 非 退 化 的 充分 必要 条 件 是 人 WY = 
WiW +. 


6 设 fla, B) 是 名 维 线性 空间 WV 上 的 非 退 化 对 称 双 线性 了 淆 数 . 又 
设 Q eV. 定义 人 WW 上 殉 数 :1 oa*(8) = fli(a, 8B), V3EeT. 
试 证 : 

1) oeEV* 且 a 一 a*+ 是 WV 到 VW?* 的 同 构 映射 ，; 
2) 设 El， EE2，- -+ sn 为 WW 的 基 ， 存在 了 的 唯一 一 组 其 


E1. e2 ee Eri 使 得 flés, | = ij, i < 
3) 车 了 的 基 域 为 复数 域 C, 则 存在 的 了 基 sl, e2,..., en， 
使 得 
fei | 一 ij) 1 ts 人 1， 
. 172 
es , 3 Maked by freekaoyan.com 


www.freekaoyan.com 


pli 


7 设 WV 是 对 于 非 退 化 对 称 驶 线性 函数 上 的 n 维 伪 Euclid 空 
间 . V 的 基 El ED ry En 称 为 正 交 车 ， 如 果 


GTFi sl1，E2，...，En) = diaglls, —1n_p). 
又 4AE EndV 称 为 协 正 变 变 换 , 如 果 
flAa, AG) = fla, 2), Ya, BEV. 


1} 伪 正 交 变 揽 是 可 逆 的 ， 其 道 仍 是 伪 正 交 变 换 ， 

2) 和 父 证 灾变 搞 的 积 仍 为 盆 正 交 亦 换 ; 

3) 盆 正 变 变 换 的 行列 式 为 工 或 一 1; 

4) 4 为 伪 正 交 变 措 当 且 仅 当 在 正 交 匡 下 的 矩阵 4 满足 
Adiag(1s, —In_p)A’ = diag(ls, —Inp). 


8 设 是 对 于 非 退 化 反对 称 双 线性 函数 让 的 n= 二 2m 维 辛 空 
同 . V 的 基 ET Soy ry EDrm 称 为 辛苦 ， 如 果 


G(f; el，s2，...，Eom) = 本 po 
又 44E EndV 称 为 辛 变换 , 如 果 
f(Aa, AB) = fla, B), Ya, B EV. 
1) 辛 变换 是 可 逆 的 ， 其 逆 仍 为 辛 变换 ; 


2) 辛 变换 之 积 仍 是 辛 变换 ; 
3j 妨 为 辛 变换 当 且 仅 当 在 辛 基 下 的 和 矩阵 A 满足 


We 
: 173 ， 


_Maked by freekaoyan.com 


FE ur ph ir rp hah rr Ht 


www.freekaoyan.com 


9 设 是 数 域 PP 上 nn 维 线性 空间 . 以 (V@V)* 表示 上 站 所 有 
双 线 性 函数 的 集合 . 分 别 以 Sym(V @@V)*，Alt{VY 凶 WW)" 表示 
V 上 对 称 , 反对 称 双 线性 函数 的 集合 , 对 于 j, gE (V@V)"， 
EP, 定 义 f 十 9g, Kf 如 下 : 

(f+ aa, B= fea, B+ ga, Dj 
(kf)ta, 2) = kfta, BP), Va, A EV. 
试 证 
1) 【YY 贸 Y)* 对 上 述 加 尘 与 数 丧 构成 卫 上 rn? 维 线性 空间 ; 
2 ) 若 &1， E2, a sn 为 了 的 基 ; hj; EV WD)", 满足 
if; £1 E2 + en) = Ej, 1 芝 t, 站 工 了 品 {fi;1 之 
了 达 RR} 为 (WV 多 VY)* 的 基 ， 
3) Sym(V @ VV， Alt(VY @ WY)* 为 (VY VY* 的 子 空间 ， 
且 . 
{ 多 YY = Sym(V 的 下) 十 站 ]tfT ®@ VY), 
dim Sym(V 四 )” 一 2n(n 十 工 )， 


dim Alt(V @® VY = 3n(n — 1). 


8.3 ”二 次 型 及 其 标准 形 


上 闻 我 们 看 到 nn 维 空间 的 二 次 齐 次 函数 在 固定 基 下 ， 可 以 表 
示 为 问 量 的 坐标 的 二 次 齐 次 多 项 式 ， 二 次 齐 次 通 数 与 对 称 双 线性 函 
数 ， 因 而 与 对 称 和 矩阵 有 一 一 对 应 关系 ， 本 节 将 从 多 项 式 的 观点 来 讨 
论 这 类 函数 . 
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定名 1 设 P 为 数 域 ， Ti Toy 二 为 变量 . P [x1, 2， 
.， Za] 中 二 次 齐 次 多 项 式 


Ty tn) Yiixt 十 23》 人 (1) 
| i 
称 为 卫 上 一 个 于 元 二 次 型 , 简称 二 次 型 . 
例 1 xz9?3 -ziza 二 3rir3 十 272 二 4yor3 十 2 是 一 个 三 元 二 
次 型 . 口 
注意 到 ， 守 志 了 时 ， 
20571T 一 Oi jET + A TPs. 
令 qis 二 Qi;; 于 是 (1) 可 写成 
a > (2) 


i=1 j=1 


我 们 由 答 阵 飞 积 的 形式 可 将 此 式 写 得 更 简单 : 


f(x, Way .oo, Ln) = XAX, (3) 
其 中 
-1 CI1 U2 …， Qin 
3 
Tn dnl dn2 Ann 
这 里 和 4 是 对 称 宅 阵 ， 称 为 二 次 型 f(xX1，22，...，Zn)】 的 矩阵， 也 


记 为 My, 即 1 = My. 

显然 ,映射 了 一 1 是 二 次 型 集合 到 对 称 和 矩阵 集合 的 一 一 对 
应 . 这 样 , 对 二 次 型 的 研究 就 转化 次 对 对 称 和 矩阵 的 研究 . 为 将 二 次 型 
化 向 需要 将 变量 z1，za，. ..，zn 代 之 以 另 一 组 变量 加 , gf2) ...， Yn 
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为 保证 替换 后 仍 为 二 次 型 ， 要 求 所 作 替 换 是 线性 的 ， 每 个 x; 均 为 
V1， 了 .加 的 一 次 齐 次 多 项 式 . 

定义 2 设 XI，X2， Tn 与 级 ! V2， .，Yn 是 两 组 变量 
(文字 ). 又 设 cy EP, 1 <2,j 了 三 1 关系 式 


Tl1= CNT C2 二 Cinyn! 
Z2 = C1 二 coads 十 十 mn (4) 


Tn 二 Cnt cn2d 十 十 Cn 


或 者 

二 CY 
{其 中 有 (z1, TI 1 二 一 【31 ， V2 yn), C 全 
PY ?7, entiyC = cj 工 蕊 轴 挟 部 ) 称 为 由 21，X2， ...，zn 到 


红 ，Y2，.-.; Yr 的 一 个 线性 蕉 搁 , 简称 线性 替换 . 如果 det C 关 0， 
则 称 此 线性 替换 是 非 退 化 的 . 

如 果 detc 亲人 0, 则 世 可 道 ， 于 是 有 愉 丫 到 久 的 线性 替换 
Y= 二 CT1X. 为 使 苹 ,Y 能 互相 线性 替 模 ,我 们 总 假定 所 进行 的 线 
性 夫 换 是 非 退 北 的 . 

定理 1 设 f(z1，X2，..-.， Xn) 为数 域 忆 上 的 二 次 型 则 下 
面 结论 成 立 . 

1 g(，y2， .Yn) 也 是 PP 上 二 次 型 则 存在 非 退 化 线性 
替换 廊 = CY 使 得 


了 (21， TT so) = g(n, 1 -0 yn ) 
的 充分 必要 条 件 是 2M 与 Ad 合同 . 
2) Frz1，Y2，...，2zn)j 经 过 非 退 化 线性 替换 可 化 为 平方 和 的 
形式 ， 即 有 蔷 二 CY, detC 关 0, 使 
f(z1y Zo, Jr] = diyi + do + edn. 
: 176 ， 
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证 1) 设 于 二 CY. 于 是 
fri For 4 Tn) = (CYY MC) = YO MO 


EE A = CMC 与 ar 合同 . 
反之 ， 车 20 与 Ap 合同 ， 则 有 了 € P?*Y" 了 gf 道 ， 使 
A 二 TiMrT. 本 是 污 二 TY 是 到 YY 的 莫 退 化 线性 督 换 ， 直 
时 
2 
= Y'(T’M#T)Y 


= 9 ya + Yn). 
2) 由 定理 2.3 可 知 ， 有 可 逆 和 矩阵 了 € Pm"x" 使 得 
TMIT = diagld1, d2, ..., dn). 
作 非 退化 线性 替换 天 = 了 TY. 于 是 由 绪论 1) 知 
f(z1 Ta i Cn) = 二 十 一 十 二 所 . DO 


定义 3 一 次 型 f(z1，X2，...,， Zn] 经 过 非 退 化 线性 替换 化 为 
平方 和 形式 ， 央 


Fezl，za os Tn) = dy + dag2 + -+ dn 


此 平方 和 称 为 {XT1，x2，...，zn) 的 标准 形 . 

类 似 ， 与 对 称 第 阵 合同 的 对 角 和 矩阵 称 为 此 对 称 和 矩阵 的 标准 形 . 

定理 工 证 明了 二 次 形 《 对 称 和 矩阵 ) 的 标准 形 一 定 存在 定理 2.3 
也 给 出 了 一 种 求 标准 形 的 办 法 . 下 面 再 介绍 两 种 求 标准 形 的 方法 . 
一 种 是 移 项 式 中 的 配方 法 ， 另 一 种 是 矩阵 的 万 等 变换 法 ， 

一 . 配方 法 化 标准 形 
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LG a 
设 (x1 ZX2 一 > aijgizj 0ij = 0ji: 若 有 2 使 


3 了 一 | 
得 aioj 一 Gin 一 0 1 7 则 于 是 中 一 上 元 二 次 型 . 总 可 以 
假定 ， Vio, 总 有 如 使 得 ai 六 天 0. 分 两 种 情形 讨论 ， 
i1。 若 aii 不 全 为 老 . 不 妨 设 all 关 册 页 


f(z, 证 2 4 
所 位 
2 
= QL1T1 十 271 > lyt; 十 》 Qj TT; 
了 一 2 1 了 一 了 


Ee 
十 > di Ti 
证 了 一 人 


于 是 
之 
1 王 TL 
{rT2, ...,， Pe OQ | oj 十 » Qi TT 
了 一 上 


Ci 二 


为 一 个 见 一 1 元 二 次 型 . 令 


Th 
0 
轧 二 Xi 十 》 一 之， 太一 玫 了 芝 人 
jl 


Tt 
Li ; 
zl = — yy, Ti= Vin. 
ds ll 


显然 ， 这 是 非 退 化 的 线性 替换 ， 此 时 有 
(zi To oy Kn) = A110 + fly ,i). 


再 继续 将 及 (y2，...，yn) 化 为 平方 和 即 可 . 
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芝 ， 1 1 一 dao 一 :一 Gnn = 二 0. 册 有 mij 天 0. 不 入 请 
Q12 天 日 令 


21 一 说 十 22，Z2 一 红 一 知 ) 和 一 从 号 全 ?信用 ， 
显然 这 是 非 退 兹 线性 替换 .此 时 有 


flx1, 2 和 tn | 
一 2013f21 十 22)(21 一 22) 十 2(013(2]1 十 22)z3 十 … 


2 全 1 
一 20122] 一 201323 十 ， 


此 时 已 变 为 前 一 种 情形 ， 鼓 可 按 前 一 情形 做 下 去 . 

具体 做 时 ， 有 时 可 将 几 个 步骤 并 为 一 步 来 做 ， 可 以 提高 速度 , 
下 面 举 例 以 明之 . 

例 2 化 二 次 型 


f(x1, zw2, zs3) 三 Xi 十 272 十 473 二 221T2 二 6X2Td3 十 2PT 了 3 


为 标准 形 ， 
解 由 all 一 1 关 0. 故 为 第 一 种 情形 ， 因 而 有 


f(x1, LZ2, 73) 

一 i 十 2xz1fza 十 xa) 十 (wa 十 23) 一 [rz 十 ws) 十 273? 
十 4z3 十 6zaz3 

一 (zl 十 za 十 za) 十 2 十 322 十 4rozg 

= (zt1+ zo + 23) 十 (7a 十 273)2 一 了 3 


令 鹃 王 了 1 十 22 十 3) V2 一 了 2 十 2m3， ya 二 ZX3; 或 


Ek 
To 一 Y2 — 2y3, 
3 一 YH3, 
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测 有 
FE1，Z2， z3) 二 仍 十 马 一 护 0D 


例 3 将 四 元 二 次 型 


了 一 2717az 十 32173 ~ LT1E4 一 3282m3 十 22 人 4 十 DEI3Td 


化 为 标准 形 . 
解 ”由 于 上 中 不 含 平方 项 ， 故 属于 第 二 种 情形 ， 先 作 替换 


TL 一 叶 十 后 To 一 机 一 号 了 ~ V3 Td = Ya 


则 有 
i 2 
f= 2 ~ 23+ 4y2y3 — 4y2Y4 + 2Y3¥4 
— 2y7 — 2{y2 ~ 2 (ys — 4) + (ya — 4) 7) 
+2(ys — y4)” + 2ysy4 
= 2 — 2{y2 — ya + y4): + 2 + 2y? — 2yay4 
1 世 
= 2yf — 2(y2 ~ ys + Ya) + 2(y3 一 504) 十 2 
令 
1 1 0 0 和 Hl 
rp D 1 一 | 1 V2 
zs| I100 1 il|y 
24 0 0 0 1 yd 
则 有 
2 2 2 ,32 
f {x1, LT2, Ta LA4) 一 221 一 222 十 2z3 十 224° 
其 中 
证 1 
子 2 
十 吕 
让 4 
1180 ， 
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1 1 00V/10 0 0N /a 
_|1 -100|[10 1 -1 1 Zz 
1o0 0 10|10 0 1 一 z3 

0 0 0 1 0 0 0 1 Za 

1 1 1 一 上 立 
[1 -1 ~l1 3 22 
加 0 0 1 上 之 号 

0 D 0 1 之 4 


以 上 方法 虽然 切实 可 行 ， 但 做 起 来 比较 麻烦 ， 尤 其 是 要 求 出 最 
终 的 线性 起 换 来 ， 还 要 将 中 间 的 一 系列 矩阵 乘 起 来 .下 而 介绍 另 一 
方法 . 

二 ， ” 韧 等 变换 法 化 标准 形 

由 定理 2.3 知 ，A' 二 4, 则 有 可 逆 矩 阵 了 使 得 4T 为 对 角 矩 
阵 . 由 了 可 逆 , 于 是 了 可 分 解 为 初等 矩阵 的 乘积 ,T 二 PP … Pk 
此 时 T' 二 以.… 及 Pl. 于 是 


TAT= BC. (P (NAR)P)..)R. 


因而 我 们 可 以 假定 了 为 初等 矩阵 ， 来 看 看 7'AT 与 4 的 关系 . 

1， 了 一 P(i(e)), c 关 0. 有 = P(i(c)). 此 时 ， 我 们 将 4 的 
第 宇 行 丧 c, 得 到 "A, 再 将 此 矩阵 的 第 2 到 乘 c, 即 得 T'AT. 

2 了 了 一己 人 站 ;TT' = P(i, 四. 此 时 ， 我们 将 4 的 第 i 行 与 
第 JJ 行 互 换 , 得 TA, 再 将 T'A 的 第 2 列 与 第 7 列 互 换 , 得 了 47， 

3， 工 = P{i, jk T!' = P19, 1k) 此 时 , 将 4 的 第 7 行 
加 上 第 i 行 的 下 倍 ， 得 T'A. 再 将 T'A 的 第 7 列 加 上 第 弗 列 的 上 
倍 得 T'AT. 

总 之 ， 将 和 4 进行 一 次 行 变换 ， 而 后 进行 一 次 相应 的 列 变换 ， 
这 样 一 直 变 为 对 角 和 矩阵， 为 求 出 五 我 们 将 (和 4，1%) 进行 行 变 换 ， 
而 后 将 前 而 部 分 进行 相应 的 列 变换 ， 最 后 得 到 (D, Tj) 其 中 DP = 
diag(dj，d2，...， dn) 为 对 角 和 矩阵 . 
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例 4 化 二 次 型 
flx1, La, T3) 一 27172 ~ 67273 十 27173 


解 FIz1，2a，z3) 的 矩阵 为 


0 1 1 
A=|1 0 -3|. 
1 -3 0 


现 将 4 施行 初等 变换 如 下; 


0 1 100NV _ 

1 0 -3io 10| 三 

1 -3 01001 

1 1 -2|1 1 0 

1 0 -3lo 10| 雹 

1 -30|I001 

2 1 -2I110V 

1 0 -3|o010| 到 

-2 -3 0|001 

和 =| 本 1 0 
0 -1/2 -2|-1/2 1/2 0 | 允 
0 二 | 本 1 1 

2 0 0 1 1 ON 
0 -1/2 -21-1/2 1/2 0 | 全 
0 -2 -2| 1 1 1 

2 0 0| 1 1 0 

0 -1/2 -21-1/2 1/2 0 | 型 
0 0 6| 3 -11 

2 0 0 1 1 0 
0 -1/2 0 -1/2 1/2 0 |. 
0 0 6| 3 -1 1 
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人 汞 1 1 一 172 3 Yl 
=) a (: 112 -1|iw|, 
Xs 0 0 1 23 
则 ] 
flx1, LT2. £3) 一 201 一 2 + 6%8- | 
习 题 


1 用 非 退 化 线性 替换 化 下 列 二 次 型 为 标准 形 ， 并 用 矩阵 验算 所 得 
结果 . 


1) —4z1z2 十 27173 二 22X273, 

2) 2 十 2zlza 十 222 + drars + 4r3, 

3) 2 一 3z8 一 2717a 十 27173 — 7273, 

4) 8Y14 十 203Td4 十 2roT3 + STIT4, 

5) 了 173 二 TIT3 十 TIT4 + TaT3 + Tord 十 们 34， 


6) 了 1 十 2z3 十 41r2 十 471 十 2214 十 27273 十 234 十 
27T3T4, 


7} 2 十 2 十 2 十 到 十 27172 十 27273 十 2734， 

2 用 非 退 化 线性 震 换 化 下 列 二 次 型 为 标准 形 ， 并 用 和 矩阵 验算 所 得 
结果 . 
1) 灾 1 字 2nm 十 aTanol1 二 "二 YnTn 1. 


2) TT2 十 Tra 二 -二 Tn lLTn, 


Th 
3) > zr 十 2 TiTji 
#=] li 


4) 入 (zi 一 到 2, 其 中 下 = (zi +za 十 十] 


2 一 1 
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人 设 A 万 Pr*™. 斌 证 
1 A'== 一 A 当 且 仅 当 YX € P"*!, 有 ‘AX 二 0， 
2) A 一 A, 且 YX EP"x!, 有 XX'A4X = 二 0. 则 44=0. 


4 设 41， da 分别 为 六 85 防 方 阵 ， 且 
了 11 | 
人 人 A22 


是 一 对 称 和 矩阵. 量 det Ai1 关 0. 证 明 ， 存 在 7 xs 矩阵 所 
使 得 
万 a a 
( Is 0 Li v0 De 
8.4 ”唯一 性 


本 节 我 们 将 讨论 二 次 型 的 标准 形 的 唯一 性 问题 ， 主 要 讨论 复 二 
次 型 ， 实 二 次 型 的 规范 形 (一 类 特殊 的 标准 形 ) 的 唯一 性 

一 般 ， 数 域 PP 上 nn 元 二 次 型 下 E1，7a2，... ，zn) 的 标准 形 
f lx) Wy diy? 十 dys + dry 并 不 是 唯一 的 . 
事实 上 上 上， 着 站， 要， tn 全 不 为 零 ， 令 压 三 机 1] 荆 1 芝 . 这 
是 非 退 化 线性 替换 且 


flr1, TO Tn) = ai 十 dot2 22 十 :十 dnt? 2 


也 是 了 的 标准 形 ， 因 而 f 有 无 穷 多 个 标准 形 . 但 有 一 点 可 以 肯定 ， 
的 任何 标 谁 形 中 所 舍 的 非 零 项 的 个 数 是 相同 的 ， 
定理 1 设 闭 域 已 上 4 元 二 次 型 帮 z1，z2，..，zn) 的 标准 
形 为 
TT Way wriy La) yt + doy2 ee + dry, 
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其 中 国 关 0 1<i<r 则 7 一 Tankhfrp rr 称 为 二 次 形 
f lz, Ty wn) 的 秩 . 
证 ”由 公设 知 ， 有 可 闭 矩阵 了 E P"*", 使 得 
TMIT = diag(di, dz2, ..., tr, 0, .小 


于 是 
”=rank{T MT) = rank My. 口 
现在 讨论 复 二 次 型 . 
定理 2 复数 域 吗 上 的 n 元 二 次 型 (x1，X%2，...， Zn) 经 过 
非 退 化 线性 替换 可 化 为 


人， a rs 


右 陈 称 为 下 人 1， TI 1 v 的 规范 形 . f (x1, Ta 1 六 的 规 
范 形 是 唯一 的 . 
证 f(T1，Z22，..,， Yn) 经 过 非 退 化 线性 替换 可 化 为 标准 形 


dy + da t+ dF0, 1 <i<r. 


再 今 
一 让 2 i 
时 本 tT Zi 
则 可 得 
有 
又 由 了 为 了 的 秩 ,页 子 的 规范 形 唯 一 . 口 


这 个 定理 用 知 阵 语言 投 述 就 是 ， 任 一 复 7 阶 对 称 方 阵 4A 必 合 
同 于 diagtar， 0),r = rank A. 或 等 价 地 氢 述 为 ， 两 个 复 n 阶 对 称 
方 阵 合 同 的 充分 必要 是 它们 的 秩 相 等 . 

最 后 ， 讨 论 实 二 次 型 . 
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定理 3 实数 域 及 上 的 n 元 二 次 型 f(z1，X2，...，XYn) 经 过 
非 退 化 线性 替换 可 化 为 


2 -二 2 2 2 
fz 2， 和 1 十 23 二 


右 式 称 为 了 {x1，Z2，...,，Xn)】 的 规范 形 . f(T1，X2，...，ZYn) 的 规 
范 形 是 唯一 的 . 

证 由 f(zi1， 22 ...， ZWn)】 是 我 上 汪 次 型 ， 于 是 经 过 非 退 化 
线性 替换 可 化 为 标准 形 


f(x, To rn) 


= divyt 十 day2 十 …， + dpy = dpriyor1 0 drys. 


这 里 ， d; > 0, ] ?三 ?了 ,7 六 ft{x1, MD Es) 的 秩 .， 再 念 


1 
i 二 ES ] < 二 
则 有 
Tlol. Way ey Mn) 二 社 十 绽 十 -十 有 2 — 2941 ee 
即 了 被 化 为 规范 形 了 . 
设 了 有 另 一 规范 形 
UB, Wis wn We wf 十 十 tw — wo 一 … 2 
于 是 有 可 道 和 下 阵 安 E R**Xx"7 使 得 
0] 之 ] 
THa 之 习 
: | = 
1 Zn 
记 全 = QW wa oo Wn) 2 = {21, 22, ,., Zn). 
” 1186 . 
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如 果 之 BpB, 线性 方程 组 


(row1G)Z = 0. 
{rowaG}Z = 0, 
zp+l 一 0, 

二 下 一 人 


中 有 gg 十 (R 一 让 二 nn 一作 一 四 << 个 方程 ,于 是 有 非 零 解 


三 0) 
于 是 
导 十 不 十 :十 下 > 
另 一 方面 有 
Wio = GZo = 0, 六 0, Wg4ls :+ Won). 
而 
一 ps ~ Wigt?2 > wen < 0D. 

这 训 得 到 堵 盾 . 故 g 之 p. 同样 p 之 gq. 即 p= 二 4g. 因而 了 的 规范 形 
是 唯一 的 . 口 

这 个 定理 称 为 “惯性 定理 ”. 

定 尺 ”在 实 二 次 型 了 (TZT1，X2，...，Zn) 的 规范 形 中 正平 方 项 


的 个 数 p 称 为 f(T1，X2，...，Zn)】 的 正 惯 性 指数 , 负 平 方 项 的 个 
数 了 一 了 =4 称 为 f(xi，ZX2，...， Tn} 的 负 惯 性 指数 , 它们 的 差 
PP 一 9 王 Pp 一 (7 一 了 P) 二 2p 一 7 称 为 f(xw1，X2，...， Yn) 的 符号 差 . 
上 面 定理 3 也 可 般 述 为 实 二 次 型 的 标准 形 中 系数 为 于， 人 负 的 平 
方 项 的 个 数 是 唯一 确定 的 ， 分 别 等 于 正 ， 负 忆 性 指数 . 
当然 ,我 们 也 可 将 二 次 型 的 语言 换 为 矩阵 的 语言 . 即 任 一 实 守 阶 
对 称 方 阵 A 合同 于 一 对 角 方 阵 diag(Ip, 一 Js, 0), p+g = rank A. 


1l87 : 
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PB, 9 由 44 崔 一 确定 ， 分 别称 为 二 的 正 ， 负 惯性 指数 ， 两 个 实 于 阶 
对 称 方 阵 合同 ， 当 且 促 当 它 们 的 正 ， 负 惯性 指数 分 别 相 等 ， 


习 题 


1 证 明 秩 为 了 的 对 称 捧 阵 可 表示 为 7 个 秩 为 1 的 对 称 矩 阵 的 
和 |， 


2 设 ?1 22, ce Ln 是 ]， 2 + 的 一 个 排列 ， 证 明 diag(A1， 
入 2， 4 Am 】 与 diag(Ai., es se Ai ) 合同 ， 


3 ”如 果 把 实 ni 阶 对 称 雁 阵 按 合同 分 类 ， 妈 其 个 实 n 防 对 称 矩 阵 
属于 同一 类 当 且 促 当 它们 合同 . 证 明 每 个 实 n 阶 对 称 此 阵 属 
于 也 仅 属 于 一 类 试问 共有 几 娄 ? 


和 证明 一 个 实 一 次 型 呆 以 分 解 为 两 个 实 系数 的 一 次 齐 次 密 项 式 的 
来 积 的 充分 必要 条 件 是 其 秩 为 2, 且 符 号 差 为 零 ， 或 秩 为 1. 


5 设 
ll] 1 他] 2 ln 
[ 你 人 六 
和 4 二 1 时 全 卫 访 ER: < 
ts] so Can 


如 


2 
试 证 (1 Tay ,Tn 二 (5 oj 的 秩 为 rank A. 


i 二 1 一 1 


6 设 f(z1， Ta nj 二 本 十 -十 术 一 上 11 一 … 一 已 ,其 
中 已 (1 近世 D 十 的 ' 是 人 1， Ta -1 Tn 的 一 次 齐 次 式 . 让 
明 fz1， jw2，...，ZXn)】 的 正 ， 负 惯性 指数 分 别 小 于 等 于 p,q 


7 设 和 4 是 nn 阶 实 对 称 方 阵 . 证 明 存在 正 实数 = 使 得 YX E Rn 
有 |X'AX| < cX'X. 
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8 ”如 果 上 三 角 和 矩阵 工 的 对 角 线 上 元 素 都 为 1, 即 entti 二 1， 则 
称 工 为 特殊 土 三 角 矩 隆 . 


1) 设 4 为 对 称 矩 阵 ， 了 为 特殊 上 三 角 和 矩阵 , 又 B= TAT. 
试 证 
] .. ,大 1 -kk 
me ad 


2) 如 4 为 对 称 和 矩阵 ， 且 
1 .天 
A(1.k) 0 TSkRSn 


试 证 存在 特殊 上 三 角 和 矩阵 工 使 TAT 为 对 角形 . 
8.5 ”正定 二 次 型 


在 第 七 章 中 我 们 知道 Euclid 空间 的 度量 矩阵 为 正定 对 称 垂 阵 ， 
本 节 讨 论 一 类 特殊 的 二 次 型 一 正定 二 次 型 ， 它 的 续 阵 为 正定 对 称 
和 矩阵， 这 节 中 我 们 总 假定 讨论 的 基 域 是 实数 域 及 . 

定 兴 工 实 二 次 型 f{X1，T2，...， zn) 称 为 正定 二 次 型 , 如 果 
对 任何 不 全 为 堆 的 cl，ca, ...，en ER 均 有 


Fecl，ca，...，en] > 0. 


设 Mf 三 4. 则 了 为 正定 二 次 型 的 充分 必要 条 件 是 4 为 正定 
短 降 ( 见 87.2). 

为 了 研究 正定 二 次 型 ， 我 们 再 引进 下 面 的 定义 ， 

定 兴 3 设 A4eER” ?又 Ti 所 入 荆 下 式 计 达 特有 4 
中 不 是 谍 ，t2，-..， 约 的 行 ， 列 均 划 去 得 到 的 并 阶 方 阵 的 行列 式 
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下 


及 | i 和 叫做 和 4 的 一 个 级 主子 式 . 特别 


t1 22 " 
1 1 2 
A(1) 二 enti144， 4 1 1 ee 


12... 上 kk 
A(12 i ..., det 4 


叫做 和 的 磊 序 主 于 式 . 
定理 1 设 f(z1, 32 ...，zn) 是 实数 域 上 的 二 次 型 则 下 面 
条 件 等 价 ， 
1) f(z1, wz，...，Zn) 是 正定 二 次 型; 
2) f(z1， x2，...，Zzn) 的 正 惯性 指数 为 n, 即 4 合同 于 1; 
3) 4 的 顺序 主 于 式 都 大 于 零 ， 即 


1 2 
之 久之 n. 
4A(12. Ek)>0, 1 Kn 


证 为 方便 起 见 ， 记 entijyA = aij. 
2) 一 > 1) 因为 HZ1，X2，...，ZXn) 的 正 惯性 指数 为 n, 故 有 
n 阶 实 可 递 窍 阵 了 使 得 


用 一 了 了 
设 C= (a， Ca) cn) 0. 于 是 CT #0. 故 
fley ca 7, cn) = OAC = CTHOTY >0. 


即 f(z1，X2，...， Xn} 是 正定 二 次 型 . 
一 3) 4 是 妹 阶 实 对 称 窍 阵 ， 故 有 正 交 惩 阵 了 使 得 


TAT' = diaglX1, A2, 晤 汪汪 An), 
其 中 和 是 和 A 的 特征 从 .而 
Mi = (rowiT)A(coiT’)} = (rowi:T)A(rowi;T) > 0, 
* 190 : 
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鼓 
det A = A1Aa A > 0. 
对 于 让 今 
fr {x1 To De [i Xk, 0, "a 0) 
Ql Gl2 lk Ll 
,| 5321 G22 1 Qok 江 2 
= (x1, To w+ TR) ee ,,， 8 9 
CT UkR2 i {kk Th 


则 扩 是 点 元 正定 二 次 型 ,于 是 


12...k 
4(12 有) >0 i 上 之 


3) 一 > 2) 对 n 作 归 纳 证 明 ， n 二 1 时 ， 显 然 成 立 . 设 n-1 
时 绪论 成 立 ， 于 是 


1 1 1 2 ee i nl1 
必 他 ee a 
dn—ll Qn-12 “dnln-1 
合同 于 了 1. 入 
ln 
on 
b= . 
Un—in 
因而 有 


由 det Al > 0, 故 有 唯一 的 4 E Rm-Dxl 使 A16 = 5. 于 是 
( EE [Lo ”) Tn_1 —¢ di 0 
—6' 1 bann 0 1 =(5 2) 
: 191 : 
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这 里 det4 、 
det A1 . 
故 妈 合 同 于 is- 口 
推论 7Ffzl，zrz，,，，zn) 一 三 44X 为 正定 二 次 型 的 充分 必 
要 条 件 是 4 的 特征 值 都 大 于 零 . 
例 1 判别 二 次 型 


flx1, LT2, TL3) = Grr 十 2 十 BY3 十 4717a — BTiT3 一 全 人 2m3 


是 和 理 正定 . 
解 了 (zl1， TD 13) 的 矩阵 为 


几 的 顺序 主子 去 
A{1) 0 
下 
4( 133 =|A|=1>0 
因此 ， ZX1，Z2，Z23) 是 正定 的 . 口 


例 2 设 Gy 2 1 是 1 个 互 不 相等 的 正 数 . 7 


9 


1 
CT 
‘ll ta 


判断 flz1, TP Re 是 理 为 正定 二 演 型 ， 
我 们 用 两 种 方法 来 解 这 问题 ， 


: 192 
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解 -- 了 的 矩阵 为 【5 ) 由 82.6 的 例 6 知 


ic, (o5 一 ai)” 

lI; ;kai + 4;) 

由 此 可 知 4 的 顺序 主子 式 全 大 于 堆 ， 故 了 是 正定 二 次 型 . 口 
-和解 二 令 


科 

性 

万 (zZ1， PI -+ | 一 Sy 一 (Ea) ， 
4,7 


i 二 1 


det 由 一 


于 是 
Pi 
{re tt, roe "2 ,,,, Troe "it) dt 
to 人 2 
一 / (Cae dt 
ee 
>0 


而 且 ， 等 号 成 立 当 和 且 仅 当 


0 = 0, vie [0, +oo0), 


i 二 1 
亦 即 zl = za 二:…. 二 zn 一 0. 另 一 方面 


[| 


故 f(T1，22，...，xzn) 是 正定 二 次 型 . 口 
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与 正定 二 次 型 平行 的 还 有 下 面 三 个 常用 概念 . 

定义 3 实 二 次 型 二 XX'AX 分 别 叫 做 负 定 ， 半 正定 或 半 
负 定 , 如 果 f 分 别 满足 下 面条 件 1), 2), 引 . 

1) VCE Rn Cz¥0, 有 CAC<O, 

2) YO ER"*l 有 CI'AC>0, 

3) YCERHRxl 有 CC <0. 

关于 负 定 ， 半 正定 受 半 负 定 的 条 件 ， 读 者 可 仿照 正定 二 次 型 
办 法 找 出 来 ， 这 里 就 不 再 拔 述 了 . 


习 题 
1 判别 下 剂 二 次 型 是 否 正 定 . 
1) 99z -12zc1za + 48zizs 十 130z3 一 60z2r3 十 了 1z3， 
2) 10z17 + 8rlz2 十 247lza 十 272 一 28zoz3 十 3， 
3) > T+ YD prj. 


t=1 li 


n—1 


六 
4) Tt 十 2 ETI 1 
一 2 一 ] 


2 + 取 和 何 值 时 ， 下 列 二 次 型 是 正定 的 ? 
1) zi 23 + ri 十 2tzlze — 2r1T3 + 45223, 
2) zi dr2 + zi + ziz2 + 10r12s + 6r2xs. 
3 ”证 明 4 是 正定 矩阵 当 且 忆 当 4 的 所 有 主子 式 都 大 于 零 . 
4 设 44 是 实 对 称 纸 阵 . 证 明 # 充 分 大 时 ，t 十 有 4 为 正定 矩阵 . 
3 ”证 嚼 正定 矩阵 之 道 也 是 正定 矩阵 . 


6 设 和 是 正定 第 阵 , 且 i 关 37 时 ， entijy 人 入 0. 证 明 entij;A™1> 
0 1 4,7 和 nn. 


" 1]94 . 
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4 是 正定 矩阵 当 且 仪 当 和 4 二 MM 其 中 邮 为 可 逆 和 矩阵 . 
设 BB 是 实 %w 阶 对 称 盾 阵 . 试 证 总 为 正定 什 阵 当 且 仪 当 对 任何 


正定 1 阶 和 矩阵 4 及 实数 入 之 0, 之 0, 和 A 二 上 关 0, 4 二 + 5 
是 正定 矩阵 . 
设 召 一 (Bi 是 中 阶 正定 矩阵 al，aa,，...，an 是 只 个 互 不 
相等 的 正 数 ， 证 明 (二 全 ) 是 正定 的 

设 4 为 实 于 阶 对 称 和 矩阵 . 且 det 4 < 0. 证 明 存 在 瑟 ER2xl 
使 得 X'AX < 0. 

证 明 二 次 型 flx1, To rt We 半 正 定 当 且 仅 当 它 的 正 惯 性 
指数 与 秩 相 等 . 

n 2 
试 证 non 一 (三 ni 是 半 正 定 的 . 


证 明 二 次 型 半 正 定 当 且 忆 当 它 的 任何 主子 式 非 负 ， 
设 4=(ajj 是 于 阶 正定 矩阵 ， 试 证 
Do ,如 ) = | 各 和 | 是 负 定 二 次 型， 其 中 
Y= (21， V2 + Vin). 
12..-.n-1 
2) det ASannA (12..."- 1) 
3) det A < a1ita2 .tnn. 
4) 设 TE Rnxn 日 可 北 ， 刚 


(det TY? < TI (Se?) 


i=1 “j=1 


设 XX'4X 是 实 二 钦 型 ， 且 有 XX1，Xo2 E Rnxl 使 X'AX， 
> 0， 双 4Xa < 0. 试 证 存在 Xo E Rnx1l 使 和 AXo = 0， 
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16 ” 设 实 二 次 型 XY'AX 满足 XX'AX = 0 当 且 仪 当 半 = 0. 试 证 


六 "和 4X 或 正定 或 负 定 . 


8.6 ”二 次 型 在 分 析 中 的 应 用 


本 节 我 们 讨论 二 次 型 与 多 元 图 数 的 极 值 间 的 关系 ， 从 而 将 二 次 


型 理论 用 于 分 析 . 


设立 二 ZI1， ZX2， Wn】 是 n 元 范 数 , 设 XX 一 (zl1，72， 
.,， Tn) . 于 是 yy 是 三 的 画 数 ， 记 为 y= fl) 设 y = 了) 在 
六 0 处 月 三 阶 连 续 仿 导数. 记 各 二 一 天 一直 0. 了 的 梯度 


oF 


1 


grad f = 


27 D2 
A 一 I BF 5 


5 of 
dr, 证 工 二 Dr2 


即 enti;A4 = entj;iA = 2 of 


rir rdr: 


又 记 甩 在 处 的 值 为 Ao. 


定理 1 设 y= 帮工) 在 大 o 处 有 三 阶 连 续 偏 导 数 . 又 (grad f)o = 
0 则 当 Ao 为 正 【 负 ) 定 拖 阵 时 ， YY 二 f(X) 在 Xo 处 取得 极 小 


(大 ) 值 . 
. 196 . 
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证 将 y= 了 (X) 在 Xo 处 作 Taylor 展开 有 


100= 1X0) + D> FL (Xe 一切 


1 ww Of(Xo) 
21 | Oridr, 


(es — 28)(; — 9) + ol|AXP) 
= f(X0) + (AX)'(eradf)o + 3(AXY AoAX + olA[). 
由 于 {grad f}o = 0. 故 
f(X) — f(X0) = 3(AX) AAX + olAP). 


Ao 正 ( 负 ) 定 ， 则 (人 AAX)Ao 人 A > 0 (< 0). 于 是 当 | 生生 | 足够 小 
时 ， 有 f(X) 一 了 f(X0) > 0 (<0). 邑 f(X) 在 XX6 处 取 极 小 (大) 
值 . 口 
推论 1 设 一 元 范 数 ! 二 fx) 在 wo 处 三 次 连续 可 微 . 且 
f(zo) = 0. 则 f(z0) >0(< 0) 时 ，Fz) 在 zo 处 取 极 小 (大 ) 
值 . 口 
推论 2 设 二 元 函数 z = f(z, 从 在 (to,， Yo) 外 有 三 阶 连续 

偏 导数 ， 又 
dflzo, yo) i Bf [zo, vo) 一 


Or Oy 2 
82f(zo, yo 62f(zo, yo) 682ftzo yo) 
dr? Oy drey : 


则 2 wo) >0 (<0) 时 ， f(z, 让 在 (zo，yo) 处 取 极 小 {大 ) 
值 . 
事实 上 ， 此 时 
a [a yo) ) 
A i :yoy 


197 ， 


.Maked by freekaoyan.com 


1 ti hip bi Tabla Fs hd a eid .me rh ph | Hh i iinet -pe -le rep 


www.freekaoyan.com 


于 是 det Ao > 0. 当 E29) > 0 (< 0) 时 ， 40 为 正 ( 负 ) 定 
矩阵 ， 故 了 在 (xo， yo} 处 取 极 小 (天 )} 值 口 


例 1 求 汕 数 f(x，yV) = er + + 2y) 的 极 值 - 
27r + 2 + y+1 


I TD 
解 grad 了 二 e 2y 十 2 ) 驻 点 为 > 


Ed 


正定 . 套 7(z, 功 在 (全) 处 有 极 小 值 (1/2, 1) = ef2 
口 


例 2 设 A 为 实 n 阶 对 称 矩 阵 ， 又 大 = (21， 2 Zn) 
二 (六 所， .. .bn), cE RR. 则 有 nn 元 二 次 函数 


HX)=0D (G2) (7) . 


它 


证 明 4 正定 ( 负 定 ) 时 ， f(X) 有 极 小 (大 ) 值 . 
证 令 & 二 (0,..., 0, 1,0,.,., 人 0. 于 是 


F(X) A 8 六 A bb 
及 a 2) (7 )+tx'D (# 2 ) 


因而 ~ 
grad f(X) = 2(A 5b) ( ) 一 2 AX +b). 
Of(X) 
一 : or 一 i 
Bid, = 2(rowiA bije; 2enti yA4. 
， 198 . 


Maked by freekaoyan.com 


PT TF PE 


www.freekaoyan.com 


PI) _ 2 
OrTiOT; | 


由 有 4 下 ( 负 ) 定 ， 则 
Erad f(A} 一 2{4 针 十 站 二 0 


有 唯一 解 Xo, 且 24 正 ( 负 ) 定 . 圳 (站 ) 有 极 小 (大 ) 值 Xo) 


一 发 及 十 6 一 一 多 4 十 c. 口 
习 题 
求 下 列 函 数 的 极 值 . 


工 ud 二 T+ 十 2 十 27 十 4y 一 6z， 


2 一 z 十 壮士 二 十 2 (xz>0,y>0,z>0). 


8.7 ”二 次 型 在 解析 几何 中 的 应 用 


平面 二 次 曲线 ， 空 间 二 次 曲面 的 分 类 分 别 是 平面 解析 几何 学 ， 
室 间 解析 几何 学 中 的 最 重要 葛 问 题 ， 本 节 将 应 用 二 次 型 理论 解决 这 
两 个 问题 . 不仅 如 此 ， 我 们 还 将 此 问题 扩大 为 任意 有 限 维 的 空间 的 
超 二 次 曲面 的 分 类 问题 . 
以 下 ， 我 们 令 R"7 一 R?xl 其 中 内 积 为 
{(X, Y= XY, X,YER". 
定 1 设 Xo EE RR" 所 谓 平 移 Xo, 是 Ra 的 变 搞 ( 即 R" 
到 Rn 的 上 映射) 7(X0) 定义 为 
T(XoO)Y =Y + Xo, VY E R",. 
199 
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定义 2 R” 的 变换 yp 若 保 持 任意 两 个 向 量 间 的 距离 不 变 ， 即 
p(X) 一 多 于 二 二 一 下 X,YeR,., 


则 称 为 等 距 变 换 . 
引 理 1 R" 中 平移 满足 下 面 性 质 . 
1) 平移 是 可 逆 变 换 ， 即 Rn 到 Ra 的 一 一 对 应 ， 且 


T(Xo)1 == T(— Xo). 
2) 两 个 平移 的 积 是 平移 ， 且 可 交换 .又 
TXTIYO) 一 To 十 Yo). 


3) 平移 是 等 距 变 换 . 
证 ”由 平移 的 定义 知 


T(XoT(Yo)Y 一 十 Yo 十 态 0 二 十 式 0 十 Yh = TY0)T( ED)Y， 
大 1), 2) 成 立 . 叉 
[TIXoOX — TT(XOY|=|X+ Xo0-Y— Xol=|X—Y|. 


故 3) 成 立 . 口 
引 理 2 及 ”中 等 距 变 换 有 以 下 性 质 ， 
1) 两 个 等 距 变换 的 积 仍 是 等 距 变 换 . 
2) yp 是 等 距 变 换 ， 且 %(0] = 0. 则 yp 是 正 交 变换 .反之 ， 亦 


3) 任 一 等 距 变 换 可 唯一 地 分 解 为 一 个 正 交 变换 与 一 个 平移 的 


4) 等 距 变 换 是 可 道 的 ， 道 也 是 等 距 的 


[Pip(X) — pigp2tY)| = lp2(X) — pa YY)| = | -Yl. 
. 300 . 
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因而 p14P2 为 等 中 变换 ， 
2)j 设 % 为 等 距 变换 ， 且 wf0} 二 0. 于 是 


pO) = IC -ol= IX X ER". 
因而 ，YX, YER" 有 

(P(X), plY)) 

= -aeCo -pF -IpOOF -Ip(Y)) 


1 
= s(xX—YP -IxXF- IYP) 


(X,Y 
由 此 知 
[P(EX) 一 kp XP 
= Ilp(kX) + kp (XP — 2(p(kX), kp(X)) 
= 2 天 引导 一 2k(KX, X) 
一 0. 
即 
PEX) = ko(X), VX ER",keR. 
bd 


[p(X+Y) ~ p(X) 一 加 (也 
= lp(X+IOP+Io(X) — pt—Y) 
一 2 + YY), p(X) + pl)) 
=|X+Y +IX+YP -2(p(X +Y), p(X)) 
-2(p(X + YY), p(¥)) 
=2|1X +Y -2(X +Y, X)}—2X+Y, Y) 
= 0. 
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即 
P(X+Y) = p(X) + PY). 


于 是 p 是 R” 的 正 交 变换 . 
反之 ,车 4 为 有” 的 正 交 变换 . 则 A(0) 二 0. 且 


EC 一 AT=A -Y=|IX—Y. 


敏 4 是 等 距 变 换 . 

3) 设 p 是 一 个 等 距 变 换 . 今 Xo 二 p(0). 于 是 .4 一 (一 种 D)oe 
是 等 距 变 换 ， 且 .A(0) 二 0. 故 A 为 正 交 变 模 . 于 是 p = T(X0)A. 
又 


ATIATTEOY = A(Y + A TK0) = AY + Xo = y(Y). 


故 
光一 -4r(4 Xo) 


为 正 变 变换 与 平移 的 积 ， 
设 -44，.42 为 正 变 变 换 ， 1, X22 € BR”. HB Air(X1) = 
AoT{ 2). 于 是 


Az Ai = 7T(X2)T(—XI) 一 ra — X1). 


因而 
态 2 一 萤 ] 一 T(Xa 一 1)(0) 三 -43 1.4110) = 人 0. 


鼓 六 2 三振 1. 因而 .4 = -42. 
4) 设 we 为 等 距 变换 . 由 3) 知 二 AT(X1). 其 中 以 是 正 交 变 
换 , 可 逆 ，7( 关 1) 为 平移 也 可 道 . 故 yp 可 送 , 且 w-1 二 7(~-XI1)A-! 
仍 为 等 中 变换. 口 
一 般 说 来 ， 等 距 变 换 不 是 线性 变换 .其 原因 是 等 距 变换 中 的 平 
移 部 分 7(X0) 当 Xo 关 0 时 ， 不 是 线性 变换 .但 是 我 们 稍 加 技术 


202 . 


Maked by freekaoyan.com 


ib ho Ta i ed ep eh Me er 


www.freekaoyan.com 


性 处 理 后 ， 可 使 7(Xo) 成 为 “线性 ”变换 .为 此 ， 我 们 将 Rm 作为 
只 "+1 中 一 个 子 集 ， (不 是 子 空间 0 显然 ， 了 一 们 ) 是 Rn 到 
RR"+1 中 的 一 一 映射 。 (注意 ， 这 既 不 是 线性 映射 也 不 是 满 映射 0 
在 此 映射 十， 有 


Y 
r(Xojy 一 (1 ~- 此 了 1) 


于 是 , 我 们 可 以 将 7(X0) 视 为 Rn+l 中 由 (®t 了 代表 的 线性 


变换 . 
设 .由 为 及 ”的 线性 变换 ， 于 是 由 


(?) _ GC 全 
1 A 1 1 
我 们 可 将 和 4 视 为 只 "+1 中 由 的 1 ) 代表 的 线性 变换 . 故 r[Xoy 4 
视 为 及 "+1 中 的 变换 ， 且 由 于 


TAO AY = .AY + Xo 一 一 ( 


1) (3 1) C3) 


AY 十 | 
1 了 


| 
1 


于 是 T(Xo)4 为 以 (人 为 代表 的 线性 变换 ， 显 然 


多 J X2 


-Al.A2 .Al Xa 十 及 1 
心 1 0 1 0 


1 


T(X0)A 为 等 距 变 换 当 且 仅 当 .4 为 正 交 变换 ， 经 过 这 种 技术 性 处 
理 后 ， R” 的 等 距 变 换 就 成 了 R"+ 中 的 “线性 变换 ”了 . 
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有 了 以 上 的 准备 之 后 ， 我 们 着 手 讨 论 二 次 超 曲 面 . 
定义 3 由 二 次 方程 


2 Oi a Tai 十 2 3 hr 十 万 二 站， 《as 一 ji) 
| 这 1 
的 解 三 二 (zl1， 72，.….，7n】 梅 成 的 及 ”中 子 集 称 为 二 次 超 曲面 ， 
以 后 简单 地 说 上 述 方程 为 二 次 超 曲面 . 
2 二 3, 目 然 是 通常 的 二 次 曲面， 二 2 就 是 平面 上 的 二 次 曲 
线 . 设 


TL QU 2 ln bi 
宁 2 全 位 “+ ba 
be i We 21 022 2* | 
Th ini Hn2 i nn 已， 


于 是 二 次 超 曲面 的 方程 可 以 写 为 天 有 ) 一 0, 面 
0)= (xD (so) (1): 


我 们 来 考察 经 过 正 交 变换 与 平移 ， 即 等 距 变 换 后 ， 上 述 二 次 超 
曲面 的 变化 . 设 已 是 半 阶 正 交 矩阵 ，6 € R". 且 


(7)-=(5 (GD) 
(X' 1) = (到 D (4 1 


f00=0D( 人 二) 


这 里 A1 二 PAP, 下 一 囊 (45 十 站 ,aa = 了 (0) 
有 面 的 度量 分 类 定理 ) 设 4 是 呈 阶 实 对 称 年 
阵 ， 则 《名 。) 有 以 下 三 种 情形 


于 是 


因而 
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1 和 ) =r(A). 
这 时 有 正 交 矩阵 PP 与 5 E R" 使 得 


P' 0D A 厂 Pi# , 
(6 ) (8 ) (0 |) 一 diaglA1, N23, ...; Mn 0), 
其 中 入 1 ， 和 2 ， "rr A 汐 | 的 特征 值 ， 
2) 的 - = r(A)+1. 


这 时 有 正 交 答 阵 只 与 3 E RW 使 得 


Pp 0 及 古 P # 。 
(5 ) ， ") (6 1 ) = diag A2, re A c1), 


其 中 i， Me Am 为 4 的 特征 值 ，c1 三 1(6) 关上 0. 
3) 和 ) 二 了 (A) 十 2. 
这 时 有 正 交 和 矩 阵 P 与 3 € RR” 使 得 


的 9) A bY/p 6 

8 1j\b ce 人 An 1 

= diag (Xs, .A 0,..., 0 (2 0 
C1 D 


其 中 入 1 入 2， re A 入 k 为 | 的 非 零 特征 值 ， 无 去 天 区 天 0. 
证 ”首先 ， 证明 


( 2) <r(A)+1 


当 且 仅 当 
rT{A) =r(A 六 


充分 性 是 明显 和 的， 下 面 证 必要 性 ， 册 
riAY ItAD <r 后 ) 所 TI4) 十 1， 
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避 上 式 最 后 “<” 中 “<” 号 成 立 ， 则 上 式 中 另 两 个 “<” 全 部 为 
“=”, 故 只 需 讨论 上 式 最 后 所 中 = 成 立 的 情况 . 若 T(4) 关 r{A 机， 


| ADb 
(8)=r4D)="(4)+1=r(y SE 


于 是 有 了 € RR” 使 得 


放 
AY = 6. 


这 与 T(4 有 =T(4) 十 1 了 矛盾. 夏 r(A 95)=r(A). 
现在 讨论 r(4 日 == rt(4) 的 情形 . 此 时 有 5 € 及 ”使 得 46- 上 pb 一 
0， 及 正 交 给 阵 P 使 得 


PAP = diag(M1, M2, ..., An), 


其 中 和; 为 4 的 特征 值 . 于 是 


Pe’ 0 六 市 P #8 i 
(as 人 ] (0 -. = diag(A1， A2) "i A Cl， 


cl 一 全 一 厅 46 二 26 上 cc 
b 
可 2) = 1(4) 时 ， f(5) = 0. sr(y 0) =r(A) +1 


时 ， f(5) 关 0. 即 1) 与 2) 成 立 . 
最 后 , 讨论 z(4 办 = (4)+1 的 情形, 此 时 ol =r(A)+L, 
而 且 r( 4) < n. 故 有 正 交 矩阵 P 使 得 
PAP = diag(Mi, 0 a 


Co Dy oo 0) (wp 人) 


于 是 
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其 中 
二 _ bi U 
Pb=| .|,6=| : |# 
| . 
bn 
" _ 
Al 
py 
61 一 
0 
0 
则 有 
(5 a Po (4 人 = 人 1 ;| 
上 上 这 1 
8 1 人 作 BP cj/\o 1 0 多 


其 中 Ai 二 diag(X Xz Ak). 令 ci 二 | 冲 . 故 6 是 Rk 
中 单位 向 量 ， 故 有 一 下 阶 正 交 算 阵 已 使 得 


1 - 
CO 下 = 一 户 
C1 


因而 diag(ti 所 ) 蚌 nn 阶 正 交 和 矩 阵 . 此 时 


I 0 Oo Al 
0 PP 0 0 
0 J 1 0 


i 
Er 
Te 
ne 
= 
ce es 
Le 全 己 
~ 
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取 芍 二 (0, ..., 0, 一列 ). 于 是 


Tn 站 0 cl 
的 1 diag (%1, .Xs 0,..,., 0O, (2 , 
| i 0 
D 1 
0 ce 
= diag ( 5， …， D0, ..., 0, (5 0 


至 此 我 们 完成 了 定理 的 证 明 . 口 
对 应 于 1 二 2 我 们 有 下 面 定理 . 
定理 4 (平面 二 次 曲线 度量 分 类 定理 } 平面 二 次 曲线 经 过 等 距 
变换 可 化 为 下 列 九 种 二 次 曲线 之 一 . 


1) 构图 器 + 号-1=o0 
2) 虚 椭 贺 器 + 号 +1=0 
9 点 强 汪 -a 
4) 双 曲 线 叶 - 琶 -1=o 
5) ”相交 直线 各 -人 =0 


7) 平行 直线 zi 一 4 二 0. 
8) 平行 虚 直线 zx? 十 p=0. 


9) 重合 直线 xz 二 0. 
. 208 . 
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证 ”在 定理 3 中 令 n= 二 2. 注意 到 f( 和 XX)==05 一 f(X)=0 
为 同一 曲线 的 方程 即 得 本 定理 ， 口 

对 应 于 n = 二 3 我们 有 下 面 定 理 . 

定理 5 (二 次 曲面 度量 分 类 定理 } 空间 二 次 曲面 经 过 等 距 变 换 
可 化 为 下 列 十 七 种 二 次 曲面 之 一 . 


之 2 
TT 守 出 : 

1) ” 椭 球 面 所 十 过 十 二 一 1 一 0， 
H! 2 HH3 


2) 看 椭 球 面 二 十 污 十 沪 十 1 二 0 
1 型 2 3 
要 和 
3) 点 { 虚 二 阶 锥 面 ) 五 十 二 十 全 =0. 
Hl Ha Ha 
2 2 2 
4) 单 叶 双 曲 面 当 十 之- 加 -1=0. 
Hl HH HH3 
2 2 2 
5) ” 双 叶 双 曲 面 十 池 一 驴 寺 1 一 0. 
HI Hi Hs 
2 2 2 
6) 二 次 锥 面 i 
Hl He Ha 
z1 ,23 
7) 椭圆 抛物 面 a 十 一 了 一 203 一 人. 
H1 Ha2 
a 
8) ” 双 曲 批 物 面 五 一 二 一 2x3 一 0 
H1 Ha 
1 
9) 椭圆 柱 面 下 十 沪 -1=0 
HI 


他 2 
10) 虚 椭 圆柱 面 六 + 及 +1=0. 
1 2 
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2 2 
TI | 
11) 直线 二 十 一 二 改 . 
) Hf 3 
2 2 
于 
12) 双 曲 柱 面 ”二 一 过 -1=0. 
Hl Ha 
2 2 
本 时 
13) 相交 平面 。 沪 一 沪 二 0. 
H1 HH2 


14) 抛物 柱 面 。 wi 一 2px2 一 0. 
15) 平行 平面 27 一 pf = 二 人 0. 
16) ” 虚 平 行 平面 2 十 un? ==0. 


17) 重合 平面 ”x2 二 0. 


\ 注 ”11) 中 曲面 也 叫 零 柱 面 或 相交 于 实 直 线 的 二 虚 平 面 . ) 


证 只 要 把 定理 3 用 于 n= 3 的 情形 即 可 . 


例 1 漳 断 二 次 曲面 


3z2 + dy + 52 :+4rzy — 4yz+1=0 


的 几何 图 形 是 什么 . 
解 ” 此 二 次 曲面 对 应 的 矩阵 
3 2 0 0 
2 4 -2 0 
0 -2 5 0 
0 0 0 1 


是 一 个 正定 挫 隆 ， 故 它 的 几何 图 形 是 虑 椭 球 面 . 


习 题 


1 ”判断 下 面 二 次 曲线 的 几何 图 形 . 
* 210 、 
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1) zZ2 十 2 十 急 十 2 十 2 十 1 二 0， 

2) 322 二 2zy 十 352 十 37 十 5 十 2 一 

3) zu 十 7 十 # 一 0. 

4) 32 一 2zy 十 2 一 4r 十 4 十 6 一 0. 

2 判断 下 面 二 次 曲面 的 几何 图 形 ， 

1) 22 —222— dryt+ drz+B8yz—2r+y— dz+l = 0. 
2) z+ tz +2ryt+2r2+ yz+2r+2y +2z+1 = 0. 
3) 37*+6% 二 3z2 一 4z8 一 8zz 一 49z 二 27 十 30 十 4z 二 4 一品 


3 号 出 定理 4 与 定理 5 的 全 部 证 明 ， 


生 给 出 平面 二 次 曲线 在 可 道 线 性 变换 及 平移 下 的 分 类 定理 ( 仿 射 
分 类 定理 ). 


5 给 出 平面 二 次 曲面 在 可 道 线 福 变换 及 平移 下 的 分 类 定理 ( 仿 射 
分 类 定理 ). 
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第 九重 二 次 曲面 


本 闽 及 下 章 ， 我 们 将 讨论 的 重点 由 代数 转向 几何 ， 儿 和 何 与 代数 
一 样 有 着 媒 和 的 历史 ， 癌 样 也 会 有 更 光辉 的 未 来 . 

前 一 更 的 最 后 一 节 ， 我 们 已 经 利 峰 二 次 型 理论 将 二 次 曲面 作 了 
分 类 . 现在， 我 们 可 以 分 别 来 讨论 各 类 二 次 曲 而 ， 如 果 注 意 到 在 分 
关中 有 的 实际 上 只 是 点 ， 直 线 ， 平 面 ， 基 至 在 的 实际 上 是 不 存在 的 
一 康 的 图 形 ， 对 于 这 些 情形 ， 我 们 就 不 必 再 费 笔墨 了. 旭 果 稍 加 骨 
意 ， 就 可 发 现 有 的 类 汪 次 曲 而 是 中 1 泛 一 类 曲面 的 特殊 情形 .这 些 
更 一 般 的 曲 而 我 们 也 不 妨 稍 如 讨论 ， 从 一 些 具体 对 象 的 性 质 中 抽象 
出 针 些 共性 来 确定 一 类 数学 结构 是 数学 研究 中 常用 的 方法 之 一 . 


9.1 ”二 次 曲面 


本 节 讨 论 二 次 曲面 的 一 般 形状 ， 对 十 虑 图 形 ， 点 ， 直 线 与 平 而 
拒 们 不 讨论 .在 讨论 前 同 权 一 下 对 称 性 的 一 些 术语 . 

设 为 一 空间 图 形态， g 与 站 分 别 为 空间 中 的 点 ， 直 线 与 
平面 ， 

如 果 Y 忆 Ez、 3 EF 使 得 本 为 PQ 的 中 点 ， 则 称 为 
志 的 对 称 中 心 , 也 称 驯 是 关于 及 是 (中 心 } 对 称 的 ， 

如 果 YE JQ E 使 得 PQ 被 9 垂直 平分 ， 则 称 g 为 
二 的 对 称 轴 , 也 称 工 关于 9 是 ( 轴 ) 对 称 的 . 

如 果 YE 汪 ，3Q ED 使 得 PQ 被 重 直 平分 ， 则 称 7 为 
2 的 对 称 平 面 , 也 称 并 关于 r 是 (而 ) 对 称 的 . 
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z2 yl 22 
SS: 有 十 入 十 二 二 1 (a bc> 0). 11) 


若 (x,， 1，zj E 5, 则 { 土 x， 土 y,， 土 2) &€ 仿 , 因而 ， 原 点 ， 淮 标 


轴 ， 溪 标 平井 分别 为 5 的 对 称 中 心 ， 对 称 轴 和 对 称 平 耐 . 
车 as VY， z) 可 着 吊 


已 与 平行 XOY 平 向 的 平面 的 交 线 


J 


0 
a2 BP co 
zz 一 大 


在 || < ec 时 是 桶 圆 ， | = ec 时 为 一 点 (0，0, 天); | 玫 | > e 时 ， 不 
相交 ， 


类 似 ，5 与 平行 和 QZ， YOZ 平面 的 闻 商 的 交 线 乌 是 条 加 
点 或 不 相交 . 
( 土 9,，0，0)，(0,， 填 5, 0)，(0，0， 土 c) 称 为 椰 球 向 S 的 顶点 . 
QQ， b,c 称 为 酉 球面 的 半 轴 , 依 其 大 小 分 别称 为 长 ， 中 ， 短 半 
轴 . 
213 ， 
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有 了 于 述 记 六 之 丰 上 肿 寡 名 而 所 术 束 上 的 图 彩 章 于- 


2. 单 叶 双 曲 面 


三 nD 0 


(2) 


襄 点 于 和 标 机 学 标 科 而 分 别 为 5 的 对 称 和 中 心 ， 村 称 轴 各 对称 


平 上， 
> 二天 并 的 ， 国 


一 中 人 了 


Ss 于 和 天 人 7 平 而 的 平 而 的 父 线 


a 
为 椰 冯 ， 半 四 为 -Ve 十 人 2 vc2 十 妇 随 着 | 天 | 的 增加 村 加 的 


阅 胃 要 天 ， 当 大 三 0 时 ， 半 朝 战 短 : 


称 为 单 里 双 曲 而 的 腰 国 , 其 顶点 { 士 0、0). (0. 士 5, 0) 也 称 为 音 
叶 双 曲 而 的 顶点 . 


基 双 时 线 . 
* 214 : 
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— 


和 及 上 述 这 加 之 后 ， 儿 窑 易 面 出 单 叶 双 有 曲 册 全 的 图 彤 如 下 


3. 
2 2 2 
江 y 加 | . 
SG 一 十 二 一 二 二 一 ] {a, bc > 0). 3 
EE . bp: (1 。 ) ( 


承 点 ， 事 标 轴 ， 蛙 标 平 而 分 别 为 的 对 称 中 心 ， 对 称 和 四 和 对 称 
平 呵 ， 
是 无 宕 的 ， 因 
一 
但 S 分 成 辐 痢 分， 分 别 在 平 而 = 三 土 c 之 上 上， 下 ， 因 为 由 (3) 知 
是 | 要 


入 与 平行 OY 平 而 的 平 而 > 一 直人 人 之 的 区 线 


入 
， oy 了 

-一 二 一 一 二 一 1. 
a2 b 全 

过 让 


为 椭圆 (| > ce) 或 点 (0, 0, RR) (Kk| 三 已) 
(0，0,， 土 0) 称 为 9 的 预 点 ， 
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5 与 平行 YQOZ，2Z00X 平面 的 平面 的 交 线 


这 全 2 

HU 3 
ee 
r=ky=k) 


是 双 曲 线 . 
有 了 上 述 人 大 识 之 后 ， 环 容易 男 册 双 时 双 曲 而 9 的 图 形 如 下 


单 叶 双 曲面 


了 双 叶 双 曲 面 2 2 2 
y z 


称 为 共 轧 双 曲 面 . 


4. 二 次 锥 面 
‘4) 


原点 ， 举 标 轴 ， 浇 标 平 面 分 别 为 5S 的 对 称 中 心 ， 对 称 轴 和 对 称 


平 而 . 
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= 慎 匹 界 的 ， 凡 
一 DR < EY, 2 < 0. 


5 与 于 行 丰 COY 平 而 的 平面 的 父 贱 
了 之 
| 号 和 -s 


为 本 图 (用 天 0) 三 点 【0，0,， 0) (二 0), 此 点 称 为 二 次 锥 而 的 项 
点 【注意 ， 此 点 也 是 对 称 中 心 小 
S 与 平行 YOZ，ZOX 平面 的 平面 的 交 线 


4 » 2 
本 之 
| 至 + 下 -全 


是 双 曲 线 做 天 0) 或 一 对 交 于 OQ 的 直线 大 = 0 
有 了 上 述 认识 之 后 ， 就 容易 画 出 二 次 锥 面 5 的 图 形 如 下 . 


注意 ”二 次 锥 面 (4)， 民 时 发 曲 面 {3) 与 单 叶 又 曲面 (2) 与 平 
向 z= 二 此 的 区 线 均 为 类 加 .它们 的 半 轴 分 别 为 
a = 2 5 = IAl; 
a1 = VE ee Kh2 一 C2; 


人 
aa 一 2vR 十 C bo = A + ce, 
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, vv 
Ei 一 号" 二 一 上 罗 引 | 
似 贿 全 二 


人 之 站 


ln fo 一 0 一 lin fa 一心) 一 站. 
类 | -> 芯 | ?= 


部 | 二 | 无 限 增 大 时 ， 二 个 昌 而 无限 接近 ， 思 而 称 一 次 钰 而 【 瑟 为 息 
中 又 昌 而 (3) 与 四 直 腊 则 击 人) 的 渐 近 锥 面 . 


由 
S* = li, bh 5 
二 十 站 (7 b>0) {5} 


Zz- 轴 为 对 称 性 ， 闻 COL 平面 ，ZOQX 平 而 为 对 称 竺 厅 . 
是 一 20 过 了 ,26 0 人 旬 总 在 点 CT 平 而 上方 ,无 腊 ， 
号 与 平行 天 OY 平面 的 阅 而 的 人 交 线 


不 让 在 {玉芝 0), 为 原点 已 伏 三 0 称 它 为 人 S 的 顶点 }. 或 为 栅 辐 
(££ > 0). 
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3 和 ZZON) 北向 的 半 和 的 交 线 


大 
为 抛物 线 ， 捧 物 线 的 目 启 癌 上 ， 硕 点 为 (, 0. SE 


这 些 斋 点 的 轨迹 也 是 抛物 线 


) (0. 大 ,二 人) 


(5 ) 


于 是 桶 回执 物 向 可 视 为 一 抛物 线 全 7 河 另 一 抛物 乒 (5”) 平行 运动 


而 成 ， 


Zz- 轴 为 对 称 轴 ， 了 了 OZ，ZOX 平面 为 对 称 平 面 ， 
册 一 2c 过 ,yz 之 DO 向 太 无 界 . 
上 与 平行 和 OY 平面 的 平面 的 冬 线 


(6) 
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为 败 交 于 原 丰 个 的 直线 人 三 四: 或 为 在 由 线 天 天 人 
平行 工 DZU (ZOX) 平 曾 鸣 玫 高 前 父 炬 
1 yy 
i 和 六 2 <2 | [人 
+ y= 
ee oo = 
为 黄 物 玲 ， 搜 物 玉 的 于 日向 下 1， 质点 为 (人 3) ((0. 及 
ue 


一 这些 度 点 的 轨迹 旺 殷 物 臣 


2 
i i 2 - 
1 2 vy 2 (67) 
uy 二 人 0 


EFL EF (CF). 

上 虹 对 有 曲 扫 物 曾 可 视 为 一 抛物 线 (6 请 男 一 抛物 线 (6 下 利 
这 吉 击 成. 

上 册 上 站 曲 失物 商 基 如 与 赃 ， 晓 区 称 马鞍 面 或 鞍 面 . 


2 2 
2 y . 可 
o el ia,. 0) (7) 


z- 轴 二 的 点 ， 举 标 缸 及 可 碟 - 轴 ， 守 -加 平行 用 与 Z- 轴 相 身 
的 下 线 ， 举 标 平 而 及 与 XOY 六 耐 半 行 的 半 向 分 别 为 S 的 对 称 中 
心 ， 对 称 轴 与 对 称 平面. 
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是 无界 的 .但 
一 在 


S 与 平行 拓 握 于 有 的 平 商 的 信 绕 


方 碍 四. 
5 与 于 行 了 OZ (ZOND 平面 的 节 抽 的 健 线 


当 | >> 昌 (人 时 ， 相 存在; | 人 = 人 有 上 轩 ， 为 -条 用 线 ; 
| 天 区 人 时， 为 丁 生 站 线 ， 这些 站 线 均 与 和 - 轴 平 行 . 

因 谭 椭圆 柱 而 可 视 为 -条 平行 二 轴 的 育 处 语 一 彬 加 这 站 而 虐 . 
放下 才 国 . 


8， 双 曲 柱 面 
了 条 
0 1， {a 0), {8) 


z- 加 上 的 点 ， 举 标 轴 芝 与 涉 - 加， 了 上- 轴 平 行 且 与 辫 - 轴 相 交 
的 直线 ， 举 标 平 而 及 与 站 OY 于 而 平行 的 平面 分 别 为 有 的 对 称 中 
心 ， 对 称 轴 与 对 称 平 而 

3 是 无 界 肯 ， 分 成 两 齿 分 ， 这 是 因为 


[ta -0<y,2< oc. 


今 与 平行 和 OY 于 面 的 平面 的 交 线 


2 2 
工 

2 2 
zz 二 此 
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为 双 有 曲 线 . 
Ss 和 OZ 和 半 而 的 平 向 的 公 统 


2 
r 
7 
02 六 4 
ee 


当 |kR| < 时， 不 存 古 : 站 | 三 人 为 -条 直线 当代 | >>a 时 ， 为 
两 条 直线 ， 这 些 霸 线 均 与 Z- 制 半 行 . 
S 生平 行 ZOX 平 击 的 洗面 的 区 线 


I vy 2 
0 . 


y=k 


为 两 条 平生 和 2Z- 轴 的 直线 ， 
内 而 双 曲 柱 面 可 视 为 一 条 王 行 于 Zz- 轴 的 直线 请 - 双 曲线 运动 
而 成 . 见 下 中 图 . 
9. 抛物 柱 面 
5S: 22 一 2py. (9) 


不 妨 设 p> 0. 了- 轴 及 平行 Y- 轴 且 二 Z- 轴 相 区 的 直线 者 是 
信 的 对 称 轴 . YOZ 平面 及 平行 于 和 COY 平 击 的 平面 者 是 S 的 对 
称 平面 . 

SS 是 无 界 的 . 但 在 ZOX 平面 的 右 侧 ， 这 和 古 因为 


一 工人 30， YU0. 
已 与 六 OY 平面 的 平行 半 面 的 交 线 


we 
5 大 


是 抛物 线 ， 
: 222 : 
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5 与 平行 OA 平面 前 平 所 的 和 余 线 


2 2py. 
二 下 


不 存在 (到 志 0 -- 条 页 线 大 三 呈 : 两 条 平行 直线 (六 >> 人 0). 
5 与 平行 了 GZ 半 而 的 平面 的 贫 线 


4 = 2py, 
芷 一 上 大 
为 :条 直线 . 


挑 物 柱 证 可 议 为 : 半 行 Z- 轴 的 折线 滞 一 抛物 线 运 动 市 成 ， 抑 
下 7 导 . 


研 罕 和 曲面 时， 利和 芝 要 研究 两 个 曲 而 的 区 线 ， 当 然 比 较 稍 单 的 征 
讨论 一 个 曲面 与 一 个 平 击 的 光线 . 从 上 述 刀 种 -次 昌 面 的 讨论 就 可 
以 看 出 平面 与 向 而 父 线 的 重要 性 ， 下 而 再 举 一 例 ， 

例 1 求 过 梢 蒜 而 5 


2 2 2 


了 3 2 
本 十 下 十 二 二 1 0<ecasp 


的 中 心 并 与 ”的 备 线 为 加 的 平面 { 称 为 的 是 截面, 此 交 线 称 为 
截 贺 ). 
: 223 ， 
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解 。 证 加 龄 而 为 二 是 出访 条 让 站 总 也 是 地 的 划 称 呈 Te 心 ， 
车 | 为难 网 的 对 称 中 心 、 期 辣 心 ， 破 此 截 随 的 方程 为 


之 2 ~ 
册 | 
Bt 
十 ， 


这 革 雇 口 为 项 点 的 一 深 诽 押 全 而 日 工人 访 1， 这 样 ， SI 应 为 过 
口 点 的 两 个 半 而 .于 大 妆 且 仪 汪 91 的 方程 不 边 有 项 的 系数 为 0. 
芳 Fr2 一 要 成 拓 刚 5 为 许 线 到 二 时，5 为 一 对 实 
平 血 : 
cwi 一 ao2y 十 ve -ce2z 一 0. 
此 上 过 中 心 的 国 截 向. 口 
推论 ”以 中 心 为 珂 心 的 截 网 的 半径 为 a@: 而 且 圆 截 抽 通 过 人- 
轴 . 


习 枉 


2 2 
1 试 求 平面 z 一 2 二 0 5 本 球 而 二 十 沪 十 - 


2 -这 
的 奈 点 举 标 和 下 轴 长 . 


三 上 相公 的 袖 辐 


2 已 知 椭 球 而 的 轴 (对 称 轴 ) 与 苞 标 轴 掉 介 ， 并 上 经 过 椰 辣 


2 2 
和 点 azf(1，2，V23). 求 此 方程 . 
3 ”二 椭 球 而 
2 2 2 2 2 ,2 
+ 全 + 训 一 1 而 十 号 十 总 =1 
相交 成 怎样 的 曲线 ? 
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:上 ‘a _ 
4 一 册 桶 球 南 5 二 十 乞 十 二 一 工 的 中 心中 -条 机 呈 在 站 的 身 
a 了 


线 ， 分 别 空 下 而 于 六， 疡 天 设 |ORP|=ri,i7=1.2.3. 


未 证 
本 
7 ps ee n> pe i 
5 让 串 庆 和 和 
人 村 2 
一 十 = 十 一 1 十 2Ar+ Byt+C2:+ DI=0 
三 b2 ‘2 


(为 生 数 ) 胡 示 经 过 有 曲线 
9 1 2 
了 | 2 
eg a ] ， 
{2 b> 下 2 
ATT By+Cz+D=0 


的 椭 球 面 族 . 并 求 此 族 曲 面 的 中 心 的 轨迹 方 各 - 


二 
6 求 其 狗 双 明 而 二 十 入 一 蕊 一 十 欠 Y 了 OZ 平 曾 和 ZOX 站 
夺 4 的 交 线 ， 开 问 这 禺 个 从 线 及 什么 关系 . 


9.2 囊 丝 出 


我 们 夺 过 论 一 次 曲 击 时 发 现 有 的 虹 而 是 由 直线 运动 而 成 本 竹 
桨 讨论 这 种 曲 而 ， 

定义 1 设 3 为 一 曲 向 . 车 对 SS 上 任 一 点 也 ,在 在 直线 ! 使 
街 乒 E CS 则 称 3 为 直 纹 面 . 称 ! 为 直 和 母线 , 简称 母线 

下 面 讨论 一 些 常见 的 直 纹 向 . 

1. 柱 面 
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定 交 2 设 工 是 条 实 问 曲 红 . 下 -条 辐 定 的 直 环 ， 和 和 下 
相公 而 卫 与 平行 的 直线 的 集合 所 构成 的 曲 许 称 为 柱 面 . 床 工 为 
柱 面 的 淮 线 . 柱 仙 上 与 了 学生 的 用 线 称 为 母线 . 


当然 ， 5 也 可 视 为 二 访 上 于 行 运 动 认 成 . 
定理 1 罕 柱 向 的 直线 平 行 二 和 轴 ， 区 日 与 天 OO 半 面 
的 健 线 为 


时 | flz, W) =0, (1) 
2 
则 S 的 方程 为 
flr, y= 0. (2) 


证 内 鸭 $5 的 母线 与 Z- 轴 半 行 ， 丁 尾 一 定 与 于 OQY 平面 相 
交 ， 礁 荆 为 S 的 淮 线 
设 Folro，H0，20) ES. 于 是 过 而 平行 2- 轴 的 直线 全 CC 5. 
i 的 方程 为 
上 一 .六 0， 
Us 


n 与 六 QY 半 而 的 们 点 六 下 人 po、 加 ,0)， 故 
ro, yo) = 人 0. 


因而 ， 了 (wo，W0，z0) 满足 (2) 式 . 

友之， 以 SS 表示 (2) 所 代表 的 时 而 ， 若 olxo，ywn，20) 满 
是 (2) 式 . 机 f(xo、Wn) 二 0， 于 是 Yz， 户 (ro，y0，z)】 也 满足 
(2) 式 ， 设 过 琴 (ro， 如 ，z0)】 平 行 Z- 轴 的 直线 为 jy， 则 而 一 
{T(xo，2p， 2)|Yz}， 己 认 R EE 0 lo C SS. 肉 而 SS 为 村 面 ，H 
1 二 (zy 0) | fz, = 0} 为 5 的 准 线 母线 平行 于 2- 轴 
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“由 于 述 评论 知 竹 面 5 的 方程 为 (2). 口 
定理 2 设 术 而 ”的 杖 纱 本 的 和 多数 的 方程 为 
了 一 (人 
y=gy). cientb. (3) 
= 
生 线 的 方 问 汶 (49). 风 柱 而 仿 的 在 程 为 
ks < 
人 一 2 芝 # 芝 二 0 0 
z= h(i 十 ms, : 
证 这 古 因 为 过 准 线 【上 点 (fF( 站 ，g( 和 站 RD) 的 仔 线 恰 为 
器 


(4 于 是 二 迹 动 时 ， 就 得 到 3 的 方程 为 (3). 
椭 画 柱 抽 ， 双 曲 杆 而 与 她 物 性 而 者 是 柱 抽 ， 
例 1 圆柱 而 


S: 和 十 到 一 


的 淮 线 可 取 成 一 个 辣 ， 


7 也 称 为 辕 柱 而 SS 的 半径. SS 的 环线 于 行 Z- 轴 ， 上 与 了 所 齐 平 条 i 
稚 直 . 口 


3， 锥 面 
定 兴 3 上 上 为 平面 本 上 一 条 曲线 ， 
着 工 运 动 时 ， 直 线 WP 二 | 的 轨迹 称 为 以 VW 为 顶点 T 为 底线 .1 
i 


下 
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7 母线 的 锥 面 . 


2 2 + 
+ 1 总 

二 - yy = 到 人 
11 bz 广 ” 


是 锥 而 
事实 上， 虎 下 所 有 有 1 有 取 科 站 最 琵 于: 


是 与 与 平 疡 z= 二 c 的 交 线 ， 即 荆 C 5S 设 Peno， po. ET 则 
直线 站 二 OP 的 方程 为 


了 一 Jr 
y 一 yot, 
和 二 
时 然 ，1 5， 虎 注 为 负 因 . 口 


定理 3 5 为 诽 而 . 则 在 适当 坐标 系 下， S 的 方程 ( 除 点 项 点 ) 
为 
大 kk 
Pn 旋 
证 以 S 的 项 点 为 治标 原点 以 底线 荆 所 在 平 新 丰 的 三 线 为 
4- 轴 ， 于 是 工 的 方程 为 


| flz. y) = 0. 
z=k (kAD). 
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设 PCr， wy，2】 为 锥 而 硕 点 外 的 在 一 点 ， 让 线 OP 与 工 的 交点 为 
i OA 二 OP, 因而 
FF 1 


4 二 测 二 一 ， 


页 忆 [ #2 注 足 (全 ). 
反之， 车 六 条 有 .二 满 是 (5). 二 是 21 天 站 因 击 过 人 和 
的 末 线 基 药 方程 为 


"= Ti 
中 = yit. 
Vs 
| k 人 
人 41T= 二 , 即 >=A 下 了 一 1 y=- | 
人 Dn - 
下)=0 知 f(x 胃 一 9 六 国光 从 ET 攻 
2z] 之 | 之 ] 
号 在 SL 上 
故 (5) 式 为 5 { 除 硕 点 ) 的 方程 ， 


罪 而 方程 还 可 以 用 是 一 股 的 形式 来 表 本 ， 设 站 为 欠 抽 号 的 需 
点 荆 是 仿 上 的 曲线 ( 涉 要 求 碟 平 而 肌 线 )}. 如 和 昌 人 与 上 王后 点 
连接 的 直线 的 全 体 构 成 绯 而 号 刚 称 工 为 SS 的 准 线 ， 得 然 ， 错 间 
的 底线 是 淮 线 . 
若 锥 咖 今 的 太 应 为 (ZX0，W0、，2zn), 淮 线 为 
TT: 人 HY = ' 
- Fotlr, y, 2} = 0. 
此 时 号 的 方程 和 有 两 种 表 水 法 . 
i) 设 [zi VY， 21) E 工 - 则 直线 WW 六 的 方程 为 


TI0 YH 0 


1 一 站 yl 一 Yo 之 1 一 20 


将 此 式 村 了 机 
人 Yi1. 21) = 0, 
Falwi, Wi; 21}=0 
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联 妆 ， 消 皮 zf1， 轨 、z1 后 所 得 三 此 方 程 
F(x, y, 2)=0 


即 为 所 求 詹 而 S 的 方程， 
2) 上 述 髓 线 人 六 的 方程 可 写作 


1 一 .40 十 1 一 ro)t, 


y1 = + ty — yo)f, 
Nl 


于 是 


1 + (rerol, w+{y— yt, zat (zo zt) = 0, 
Falwot (ro To)t, gp + ty ~ yolt, zo0 + (zs ~ z0}t)} = 0, 


从 这 两 个 等 式 稍 去 + 所 得 三 儿 方 程 即 为 锥 而 5 的 方程 
车 欠 而 5S 的 质点 为 Yfzo. yo，20). 5 的 准 线 T 的 参数 方程 为 


r= f(t), 

DT: y=9t), octeh, 
h(i), 

则 锥 而 5S 的 参数 方程 为 


T= xo+ (f(t) — xo)s, ee 
(tg 
3， 单 叶 双 曲 商 
定理 4 单 叶 戏曲 击 
i (6) 


是 直 纹 耐 ， 且 通过 得 点 均 有 两 条 直 母 线 , 
证 ”由 (6} 式 ， 可 得 


(7 ED)-COEY. 0 
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因而 我 们 上 
4 
sz 1 
1 b (7 
| LY | 
b 本 f 
及 泥 
zz 1 
2 = (8) 
| 和 一 五 
b a cc 
(7 式 可 以 改写 为 下 述 形 式 : 
必 四 (7") 
a TI 
1 $=t (2 
b 0 c 


直线 


rz_z_0 
位 ?1 
ey mm 
bh 
也 在 应 商 > 款 - 
令 芋 一 ， (和 ,下 不 全 为 零 ， 称 为 并 次 参数 }]，(7)) 与 【六 ) 可 写 
成 
六 和 二 十 = ) (4 
ee (9) 
y TT Zz 
4(1- 2) =X(2-2). 
b 1 Cc 


车 上 4 关 0, {9) 式 即 为 【7 二 0, (9) 即 为 [7”)， 对 确定 的 一 对 
》X，P (9) 是 一 直线 ， 此 直线 在 5 上 ， 反之 ， 5 上 任 一 点 必 落 在 这 
些 直 线 上 . 故 (9): 式 决定 了 一 族 直 母线 
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设 Polxzo， wn，z0) € 5 代入 (9) 式 得 


在 上 述 二 等 式 的 四 个 括 幼 中 侈 少 有 一个 不 为 鹤 ， 故 可 求 出 叭 -的 比 
值 入 :5 因而 过 态 的 (9) 式 中 的 青 线 是 只 一 的 直 肆 线 ， 

类 似 地 ， 山 (8) 式 可 人 懈 定 一 族 直 母线 ， 过 每 点 者 有 此 族 中 的 唯 
-一 的 声母 线 . 

因而 过 S 十 生 点 有 两 条 直 以 线 . 口 


4. 双 曲 抛物 面 
定理 5 双 曲 抛物 面 


Co i (10) 


是 直 纹 而 ， 而 且 遂 过 每 点 均 有 两 条 百 母 线 ， 
证 可 将 (10) 改写 成 


(11) 
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六 一 1 二 
巡 (12， 


HOT 起 可 得 呈 的 族 于 入 号 ; 由 得 2) 忒 得 有 的 另 一 放 至 丹 线 ， 
这 一下， 千 族 月 几 公 有 =- 和 茶 直 主线 通过 该 点 ， 玫 证 过 :点 攻 两 共和 下 
下 线 . 号 


习 是 
| 1 
- a [| 0 so 
1 已 知 柱 天 的 淮 线 方 积 为 4 9 过 站 小 行 本 
二 由 


Y- 轴 . 试 求 此 杆 面 的 方程 ， 


2 2 or 
2 = 和 村 而 的 准 线 万 诺 为 下 


2. 试 求 此 柱 耐 的 方程 . 


侠 线 方向 数 是 5,3. 


3 已 知 锥 面 的 质点 及 淮 线 工 , 求 锥 十 的 方程 . 
1} V=0, 
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2) T = 0， 
Z2 了 2 有 
全 
站 
3) Wo=0 
Ss = 2py, 
i 
A 
1} 7 = 0D, 
人 
宪 十 日 十 之 一 工 . 
2 人 
4 求 过 Af(2，1, 3) 的 单 叫 双 曲面 NS 1 的 网 茶 诗 
弛 线 . 
z2 2 
5 求 双 曲 抛物 页 -3 一 5 二 22 上 苷 相生 下 的 下 母线 的 交点 的 
轨迹 . 


6 坛 证 单 叶 双 则 而 ， 双 曲 抛 物 击 的 性 线 有 下 列 性 质 : 

1) 同族 的 两 条 母线 不 世面 ; 

2) 异族 的 两 条 母线 共 而 : 

3) 经 过 里 叶 双 曲 而 的 一 条 占线 的 平面 也 经 过 只 : 族 的 一 条 于 


+ 


4) 经 过 又 则 抛 物 面 的 不 平行 对 称 加 的 一 条 直线 的 平 侧 岂 经 过 
另 一 族 的 一 条 姓 线 . 


7 “列举 不 是 直 纹 而 的 二 梁 曲 而 . 
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9.3 ”旋转 面 


我 们 知道 加 柱 ， 回 锥 上 球面 都 基 由 一 条 曲线 红 一 条 百 线 放 转 而 
成 ， 本 节 将 讨论 这 类 曲面 的 性 质 ， 

定义 1 -- 条 曲线 【 绕 -条 周 定 直线 /旋转 产 牛 的 旧 耐 称 为 
旋转 面 (回转 面 ) 工 称 为 此 旋转 面 的 母线 , 7 称 为 旋转 面 的 轴 . 

证 转 而 的 轴 自 然 是 旋转 面 的 对 称 轴 . 

过 诬 转 和 商 的 轴 上 的 半 平 面 与 诈 转 面 的 交 线 称 为 旋转 面 的 一 条 经 


经 线 自然 可 以 作为 旋转 面 的 导线 
母线 荆 上任 一 点 五 . 页 旋转 时 产生 一 个 回 ， 称 为 旋转 而 的 时 


诈 转 而 的 方程 可 以 用 两 种 方式 来 建立 . 
1. 取 旋 转 而 S 的 负 为 2- 轴 ， 取 母线 工 为 在 2OX 半 而 上 


re r>0, a 

则 旋转 面 的 方程 为 
f(Yz2 + yy, 2) = 0 (2) 
935 . 
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事实 | ， 若 PCr. 了 =) 为 能 转 南 上 的 点 ， 则 于 所 而 总 交行 
Pytro, yo0. 20) ET, ro>0. 十 是 z= 二 20、 加 三 0, 用 


frp Si = 
叉 日 | 
上， 0). zn) 一 {zo, 们 ， zo)| = [Ew y, >) 一 (0D, UD, | 
知 zo 二 VE 十 沪 . 十 是 卫 满 “0 
反之 ， 若 了 {7，YW，Z)】 满 电 - 则 Pav + yy. 0. >) ET. 
天 在 下 所 在 的 纬 呈 上， PP 0 Ji 上 . 
寺 而 12) 为 旋转 面 的 方才 . 口 
2. 取 旋 转 刹 3 的 给 为 Z- 轴 ， 地 线 工 的 方 行 为 
rE 
y = g(t), 和 拉扯 过 让 (3) 
is 


则 旋转 而 S 的 方程 为 
了 
| (D+ g(t) cos0, a<t<h, 


POFoNsing, igio 


2 =), 


此 时 只 要 注意 Po(A，9( 四 ，h( 和 )) 所 在 纬 圆 的 阅 心 为 (0, 0. 
(DY 半径 为 VF?(t) 十 92{), 即 可 得 到 14). 口 
例 1 取 旋 转 耐 3 的 轴 为 Z- 轴 ， 母线 工 的 方程 为 


则 旋转 面 S 的 方程 为 
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汉人 三 已 时 ， 旋 转 而 SS 是 球 曾 . 
当 > 训 时 ， 族 转 而 5 称 为 扁 旋 转 杭 球 面 . 
当中 拉 下 上 时， 旋转 面 5 称 为 长 旋转 精 球 曾 . 
长 ， 旨 旋转 李 球 面 统 称 旋转 酉 球 通 . 
例 2 了 吏 识 转 山 久 的 轴 为 这- 轴 . 二 线 开 的 方程 加 
2 2 
| a 


2z 一 和 . 


则 旋转 而 访 的 弄 程 为 


称 旋转 面 5 为 旋转 双 叶 戏曲 面 . 
例 3 取 旋 转 面 S 的 轴 为 Z- 轴 ， 和 母线 荆 的 方程 为 


i 2 
人 


对 天 用 ， 


由 艇 转 而 S$ 的 方程 为 
人 十 入 Zz 
b2 2 
称许 转 面 2 为 旋转 单 叶 双 赐 面 . 
例 4 了 寂 旋 转 而 SS 的 轴 为 Z- 轴 . 母线 T 的 方程 为 


2 一 2p2, 
人 


则 许 转 面 S 的 方程 为 
r+ ye 一 2pz. 


称 诈 转 面 人 S 为 旋转 抛物 面 . 
9237 . 
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例 5 了 到 旋转 面 SS 的 轴 为 Z- 轴 ， 和 母线 1 的 方程 为 
| yy = dz +b, 


?二 人 0, 
则 旋转 面 仿 的 方程 为 
r+ = (az+ 准 <. 
关 0, 是 这 (0, 0 一) 方 硕 点 的 图 锥 面 - 


a 二 0, 是 以 1 站 为 半径 的 国 柱 面 . 
例 6 取 族 转 琅 驴 的 轴 为 Zz- 轴 ， 和 母线 1 的 方程 为 


ss 0 


则 旋转 面 9 的 方程 为 


(Vat -b+2 a. 


此 曲面 称 为 贺 环 面 . 或 环 面 . 其 形状 犹如 车 胎 . 


环 面 的 参数 方程 可 如 于 给 出 ， 首 先 给 出 圆 的 从 数 方程 : 


TT 二 0 
. 0 2 
y= b+ acost, 人 
p>a>0. 
2 二 asint, 
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于 是 球 而 的 参数 方程 为 
t= {+acost) ost, OH < 27, 
y= +acost)sinn. OH < 2n. 
之 二 95int. b> 0, 


例 ” 设 科 , iz 六 两 条 导 而 直线 . s 绕 总 旋转 而 成 的 册 面 为 
访 ， 试 求 5 的 方 积 . 

解 取 五 为 和 rn 轴 站. 产 的 公 重 线 为 下- 轴 ， 丘 上 重 是 并 
(0, 0、9). 有 上 重 足 为 Te.、0，0).、 于 是 总 的 方向 数 为 0，1. 声 央 
内 i2 的 方程 为 


了 一 台 ， 
7 一 上 一 ot < 00, 
2 = bt, 


由 此 其 旋转 而 SS 的 方程 为 
r= vatcosd, 


a . oo ， 
y= Va*+tsind, ee 


J DH 27. 
b 关 0 时， 可 消去 与 得 
XT 
a? "eo 
这 古 族 转 单 叶 双 类 而 . 
b 一 0, 消去 6, 得 
=a2+， 
Pe -D0 oo, 


这 时 ， 有 十 妨 之 2 因而 这 是 半 OY 平面 上 的 圆 


z2 十 12 一 a2. 
之 二 省， 


及 其 外 面部 分 . 
2389 . 
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习 题 


没 和 六 ABC 为 直角 二 角形 ， /4 =607 求 4B 绕 AC 旋转 


所 成 曲 商 的 方程. 
人 二 1 十 2t, 


求 上 月 线 | # 三 -3 十 3 统 ZZ- 轴 证 元 所 成 曲 向 的 方 各. 


之 一 


二 1+t. 


求 下 线 站 | 线 直 线 二: x 二 yy 二 旋转 所 成 


二 2t 
由 和 面 的 方程 ， 
试 求 百 线 - = 
a, 避 取 簿 尽 况 讨论 它 居 什么 样 的 曲 击 . 


y—b 


9.4 工资 曲面 的 仿 射 性 质 


到 线 2- 轴 所 成 曲 曾 的 方程 ， 并 按 


这 节 我 们 将 讨论 二 次 上 则 而 的 仿 庙 性质， 即 与 度 基 【长 度 ， 角 度 ) 
万 类 的 性 质 , 下 节 再 讨论 与 度量 有 关 的 一 些 性 质 . 我 们 的 讨论 将 用 代 
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类 疗 汪 求 过 论 。， 运 蝶 症 论 的 证 区 料 奈 曲 本 以 几 分 析 的 虹 法 来 处 再 . 
痊 分 十 什 理 的 疗 社 指 下 到 一 和 的 明 一 和 册 身 麦 形 局 本 殖 分 儿 何 . 
村 广 启 论 广 和合 先 将 -一 需 一 深 有 蝗 疝 六 的 坊 各 
Pir. WH. i 
= ya | ris Fr a 


十 2r13 :2 十 ta 二 2729024 十 27 4 十] 


-站 
好 成 让 上 隆 撒 世 
1 
(oA | =0 
上 
了 中 
dl dlea Hl Ql 
4 di2 Ha2 HH2% (21 
A U3 3 1 
人 11 324 4 
再 今 
dl Gl2 #13 | 
Ai4= | a2 oz qa231, b= | a 
Ul 在 2 | 
人 


4 


这 
{rr) = (row,A) 4 ={ ye LolA, 1 < 7d, 
1 


Fir) = F(Z, y. ZZ) 一 (ET), F2{r), 13{r), Fat{r)) 


_ Maked by freekaoyan.com 


ET pb er idl i Lr ~ FH HL 7 hspFT ES Pi ble rr rh. rt nie 


www.freekaoyan.com 


记 
1 
PT) = rH 2) Aad mi 
z 
种 ,fr = (row Asa) 站 (X,Y Zcoh 4 1 < 3. 
， 训 
本 是 
1 
出 人) = (Pi1(7), 2(7). (7)) ( 
再 令 
Blr) = (Br). Da(r), Balr}} = Agar, 
Fltr) = (mr), Ey, Fy(r)) = (Asa b) (0) 
于 是 


| 
[Fr). | = 有 FT | + Yr(r) 十 ZFs(r). 


在 二 维 复 空间 CY = {{x, y. z)lr, y, 3 EC} 中 , 若 xw, yj. ZE€ 
及 . 称 {zx， 9，2z) 为 实 点 ; ; 否则 祥 为 庶 虑 点 称 (2， Wy 
为 共 罗 点 . 设 已 . 访 € C*, 称 PP i Bb, 为 共 罗 向 量 . 如 昌 
P= 五 户 刘 称 它们 为 实 癌 量 .， 村 然 ， 一 -向 量 为 实 向 盟 的 充 要 条 
" 件 是 其 分 量 都 是 实数 . 

1. 直线 与 二 次 曲面 的 关系 切线 
* 212 . 
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定理 1 设 开 为 一 次 则 而 了 (7) 二 90.9 为 自 线 7 二 To+ tia. 


测 了 0 
并 而 庆生 日 为 空间 动 点 ， ro 三 (2 为 全 间 癌 定 司 全 二 
之 志 站 


人 
[ 为 宇 间 一 砷 专 阿 时 又 设 
pa 


A= [froie] — {oa}F (ro). 


则 有 以 下 结果 . 

1) lo) #0, A>0, gm 一 [已 Px PB. 这 时 称 
9 为 二 的 一 条 割 线 . 

2) 于 (a) 关 0. 和 <0. gmD= 有 此 时 ， 芋 在 复 -- 维 衬 问 考 
虚 ， 则 g 门 于 为 一 对 共 斩 虑 点， 

3) 于 (on) 关 0, 和 一 0;3 门 工 三 1{ 瑟 ， 瑟 } 为 二 重合 的 实 点 . 
此 时 ， 称 了 为 三 的 切线 , 已 为 切 点 . 

4) GS(a)=0, [F(ro),a] #0, gm 了 ={ 忆 上 

5) {a}=0. [Ffro),a] =0, Flro) #0, gmz = 人 

6) (a) = 0, .Pfrol,al = Ffro} = 0, 9 CCH. 此 时 ， 也 称 
为 工 的 切线 . 

证 人 门 守 的 方程 为 

| F(tr)= 0, 


T= ro ia. 
将 第 二 式 代 入 第 一 式 中 ， 有 
Po) =(0h +a oaff re 人 5 


+ 
ra 
1 


= Bat + 2[F(ro), Qjt + P(ro) 
= 0， 


= Flro + 2io’ mA ( ) 十 {ert 


* 243 . 
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荐 里 (ai 关 0. 则 上 上 训 六 + 的 二 次 方程 ， 判 昌 式 为 
4A = 4([F{ro), oa} — B{a)F(ro)). 


于 - 臣 |] 二 次 太 程 理论 若 缚 论 1 -中 成 江 ， 

fe ) =0. F 述 方程 为 的 一 次 方程 ， 内 市 结论 汕 6) 成 
A, 口 

推论 车 fm) 守则 gr 二 To 十 fn 为 和 的 切线 当 且 仪 
当 到 (roj，al =0. 

注意 下 (ro) = 二 0. 这 个 推论 是 吕 然 的 . 口 

2. 相册 本 史册 

定义 1 设 页 为 一 次 曲 而 (ro) E R32, 如果 天 (ma) 关 0. 
则 称 平 而 


I 
T(r Da 人 = {ro, yo， 20， 1}) 有 4 " 二 0 
1 
洒 这 的 极 面 : otro) 为 对 工 的 极点 .区 共 极点 io(ro) E 对. 则 称 


要 由 不 为 二 的 切面 ; 六 (ro) 为 切 点. 

定理 2 设 6(ro) 为 开 的 切 点 ， 则 过 本 09) 的 团员 H 相 过 
Potro0) 的 所 有 切线 组 成 . 

证 因为 训 (ro) ED 上 故 下 (ro) 二 0. 上 故 


[天 (ro). rol 一 — {rn). 
又 半 定 班 工 的 推论 得 ， 过 如 fro) 的 直 绕 9g 为 车 的 切 线 当 时 仪 
[F Cro}. "CC— Fo] 二 晶 、 
Bl 。 
Flro), 7]+ Fy(ro) = 0， 
: 244 . 


Maked by freekaoyan.com 


ai 


www.freekaoyan.com 


(ro 1)4 时 = 


让 PtrY) 在 这 Polro) 的 亡 平 所 上， 口 
推论 ”假设 ri. rs 分 期 为 一 次 上 竺 面 三 过 极点 下 【ra(r2j 
的 极 而 . 则 P(ri) € To 当量 仅 当 天 (ra & Tl. 
证 只 要 注意 到 局 人 TU E Ta 当 且 反 当 (oa 4 = 0 当 且 
仅 当 人 1 一 0 当 昌 公 当 杰 (ra) E TH 口 
车 级 点 六 (71) 与 瑟 (ra) 满足 推论 条 件 ， 别 称 它 们 为 对 如 的 


Bl 


3.。 奇 点 与 正则 点 
定义 2 设 叶 为 二 次 曲 而 .Prfr) e 元， 如 时 天 (7) 关 人 0. 则 称 
P(r) 为 工 的 正则 点 .如果 夷 (>) = 0. 则 称 Pfr) 为 于 的 奇 点 . 


定理 3 设 Pfr) € 守则 P(r) 为 奇 点 当 且 仅 当 Fitr) = 
0. 1 sz 莹 4 此 时 ， drt A = 二 人 0. 

证 ”因为 P(r) E 守 . 破 Flr) 二 0 于 中 

Fr) = [Fr), sl. 

页 呈 站 为 奇 点 当 肌 仅 当 天 人 fr) 一 0 1 这 7 世 4. 

Hi 

(Fr), Folr), Fatr), Fa{fri} = (7. y, 2. 1)A. 

喜 忆 [7) 为 奇 点 ， 划 det 4 = 0. 口 

推论 ” 椰 球 耐 ， 音 时 观 曲 面 ， 双 寺 双 曲 而 ， 棚 加 地 物 所 ， 双 遇 
抛物 而 ， 二 次 柱 商 ， 平 行 平 面 等 区 碟 坷 点 . 

错 面 az2 十 如 十 ca 二 0 (a 5 cec>D0 和 有 睹 -有 奇 点 一 锥 而 
的 顶点 0O. 

相交 平面 ae“z2 一 y= 二 0 (a, 6 > 0) 的 奇 点 构成 相交 平面 的 


父 线 ， 
二 分， 
Y= 人 0, 
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亿 定 二 3 可 直接 算出 三 (7). 从 而 得 到 推论 . 口 

从 推论 可 以 知道 在 奇 点 处 龙 不 关 滑 的， 

若 本 (fro] 为 奇 点 ， 则 对 任何 a = | | 均 有 (roj. oa] =0， 

pe 

故 通过 (ro) 的 任何 直线 均 为 ”切线 ”从 而 通过 ofro) 的 任何 
平面 均 为 ” 闭 平 而 ”. 

4. 渐 近 方向 

定义 3 对 于 二 次 曲 所 三 满足 

B{a) 一 再 (和 Y, 7)=0 


的 方 站 a 称 为 区 的 渐 近 方向 . 
定 必 了 过 丙 fro) 的 只 背 工 的 渐 近 方向 的 下 可 的 全 体 梅 成 的 
曲面 称 为 二 的 过 可 (ro) 的 渐 近 方向 锥 面 . 
显然 ， 过 (ro) 的 渐 近 方 加 办 而 的 方程 为 
Ir ro) 二 心 ， 
这 的 确 是 一 个 锥 而 特别 过 原点 OO 的 渐 近 方 问 徘 遇 为 
dir) 一 隐 . 
定理 4 二 次 曲 而 守 总 在 无 穷 多 个 【 包 插 虚 的 ) 渐 近 方向 ; 总 
有 无 穷 多 个 非 渐 近 方 加 ， 瘟 有 三 个 不 共 而 的 实 的 非 渐 近 方向 ， 
证 ”因为 
Pla)}=0 
是 三 元 二 次 齐 次 方程 . 故 有 无 穷 多 个 非 零 解 (包括 虑 解 ) (和 X,Y. 2). 
页 王 总 有 无 穷 多 个 渐 近 方 疝 . 


考虑 平面 z 一 主 ( 或 了 上 =]1 7 三 1) 二 的 过 原点 的 渐 近 方向 
锥 而 中 (7 = 0 的 交 线 


= 
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了 肝 一 次 曲线 丁 是 主 平 而 > 二 1 上 有 有 无穷 多 个 点 (X,Y 1) 基 工 ， 
战 再 ( 基 , 富 二 关 0, 即 aa 二 (了 XY. 1)' 不 足 潮 这 方 各 . 
特别 ， 在 平面 > 三 1 上， 在 卫 外 喇 取 三 个 不 共 线 的 点 


MXi, Yi, 1Y i= 1, 2, 3. 


于 是 oa 三 (4 1) 为 二 个 不 共 而 的 实 的 非 渐 近 方向 ， 口 

注意 二 可 能 斌 有 实 渐 近 方向 ， 例 如 彬 球面 就 没有 实 渐 近 方 
向 . 

5. 中 心 

设 为 二 沪 曲 而 2 的 非 潮 近 方向 ， 丁 是 由 定理 ] 知 直 线 9 : 
Tr 二 十 4 三 多 的 次 为 两 点 (包括 虚 点 ， 重 合 点 ) 访 ， 已 .线段 
站 天 称 为 工 的 弦 . 

定义 5 点 Clre) 称 为 二 次 曲面 对 的 中 心 , 如 果 过 如 fro) 的 
弦 均 以 Cre) 为 中 点 ， 

其 实 ， 并 的 中 心 就 是 开 的 完 称 中 心 . 

定理 5 Cliro) 为 本 的 中 心 当 且 仅 当 


FE(ro 一 0 


证 设 和 为 非 渐 近 方向 ， 直线 9 : 7 三 mo 二 ta. 于 是 gn == 
{Pi, PP}. 请?o 十 ta, 1 二 1 2. 因 员 二 为 二 次 方程 


Blade + 2[F (ro), alt + F(ro) =0 
的 两 个 根 . 页 已 户 的 中 点 为 
人 3 et 


2 


Ba) [F{ro)}, al]. 


i 十 2 一 一 
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于 是 C(ro) 为 工 的 中 心 当 且 仅 当 
[FE(ro). | = 0, Ya, Pliny A 0. 


出 定理 4 知 有 不 共 面 的 非 渐 近 方向 al，az2，a3s， 于 是 上 式 成 立 当 
且 仪 当 
[Fi(ro). oi] =0, i=1, 2,3 


当 且 仅 当 
F(ro) 一 口 


推论 1 的 奇 点 即 为 于 上 的 中 心 ， 

推论 2 二 次 曲面 按 中 心 分 类 有 以 下 情形 ， 

1) r(A44) = 3, 一 有 唯一 中 心 . 称 避 为 中心 二 次 曲面 . 桶 球 
面 ， 疯 曲面 ， 二 次 詹 面 均 为 中 心 -一 次 曲面 . 

2) rT(A44) 二 rtAa4 和 一 2, 也 的 中 心 构成 一 条 直线 ， 称 了 工 
为 钱 心 二 次 曲 而 - 橱 章 柱 面 ， 双 曲 柱 而 与 相 父 平 而 都 是 线 心 一 次 曲 
面 . 

3) IT(444) = 二 TA44g 本 二 1, 工 的 中 心 构成 一 个 平面 、 此 时 称 
纪 为 面 心 二 次 和 曲面. 平行 平面 与 重合 平面 为 而 心 一 次 遇 面 ， 

4) rtAa4 如 三 r(A44) 二 1; 三 无 中 心 此 时 称 巡 为 无心 二 
次 曲面 , 双 曲 抛物 而 ， 李 回 抛物 面 都 基 无 心 二 次 曲 而 . 

1) 一 3) 中 曲面 统称 有 心 二 次 曲 而 . 

推论 3 原点 DOI0, 0, 0) 为 工 的 中 心 当 且 仅 当 下 [7) 相仿 一 
次 项 


事实 上 ， 由 于 中 心 为 方程 
F(r} = 0, 


到 
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的 解 . 则 可 得 到 上 面 这 些 推论 . 口 

定 习 各 通过 二 次 曲 而 二 的 中 心 , 县 有 浙 近 方向 的 直线 称 为 并 
的 渐 近 线 . 质点 为 中 心 的 渐 近 方向 锥 而 称 为 渐 近 锥 面 . 

总 然 ， 和 艾 近 锥 而 的 方程 为 

| F(ro) =0, 
{roro)=0. 
6.， 育 向 ” 共 斩 直 径 面 
定 尽 7 设 也 为 二 次 星 而 .如 果 方 向 wa=(， 太 了 7 满足 


中 fa] = 


则 称 a 为 忆 的 音 向 . 

如 果 a 为 非 奇 向 ， 则 称 平面 

[Fr), a] =0 

为 共产 于 方向 0 的 直径 面 , 或 cr 的 共 斩 直 和 经 面 . 简称 直径 面 . 

显然 ， 从 奇 向 的 定义 可 得 下 面 一 些 结果 . 

1) ” 奇 同 为 渐 近 方向 . 

2) T4444) = 二 3, 即 中 心 二 次 蜡 曾 无 冶 向 . 

3) rT(A444) 二 2, 有 了 办 一 奇 向 ， 特 别 线 心 .次 负面 的 奇 向 为 中 
心 所 成 直线 的 方向 . 

4) T(444] = 1, 有 无 穷 多 个 奇 向 ， 它 们 平行 于 同一 平面 ， 特 
别 ， 面 心 二 次 鞠 再 的 奇 向 为 中 心 所 成 平面 上 直线 的 方向 . 

定理 6 设 世 为 二 次 基 面 ， 则 有 以 下 结果 . 

1 非 渐 近 方向 a 的 共 罗 直 径 面 T 为 平行 于 a 的 纺 的 中 点 的 
轨迹 . 

2) 车 工 为 有 心 二 次 曲面 ， 则 平面 立 为 直径 而 当 且 仅 当 了 的 
所 有 中 心 Cr ex. 

3) 非 奇 向 a 为 渐 近 方向 当 吾 私 当 ea 半 秆 于 它 的 此 辊 直 徐 
面 . 
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4 a 为 奇 向 当 且 仅 当 a 平行 于 所 本 直径 而 . 

证 1) 设 Af(ro) 为 -条 半 行 & 的 尺 的 中 点 ， 于 是 此 眩 所 在 
直线 为 g :了 = ro 十 ta, 纺 的 端点 为 号 (ro 十 到 ea, i 二 1，2, 其 中 
t; 六 二 次 方程 


Bla)t? + 2[F (ro), oajt+ Flro)=0 
的 两 个 根 ， 故 让 ( 丰 十 t2) 二 0. 即 34{ro) 满足 方程 
[F(ro), od =0. 


故 a& 的 共 刘 直 径 而 为 平行 a 的 菠 的 中 点 的 轨迹 . 
2) ”出 定理 5 知 Clr) 为 中 心 当 且 仅 当 素 (r) 一 0. 敦 


[P(r), al =0 


对 任何 方向 和 成立 .于 是 fr) Ez. 
友之 ， 帮 平面 7 包含 所 有 的 中 心 ， 则 r 的 方程 可 写成 


r+ YFR(r)+ Zhs{r) 一 0. 
记 a = (X,Y,，2Z)'. 即 有 
[F(r), 0] = (各 (or) + ba = 0. 


由 7 为 平面 ， 故 是 (a) 关 0. 即 or 为 非 奇 向 ， 因 而 7 为 a 的 共 罗 
直径 面 . 
3) 非 奇 向 e 的 共 匡 直径 而 7 的 方程 为 


[Ft{ro), a] = 0. 


(B{a), rj +b a= 0. 
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于 是 @ 与 工 闪 行 当 且 仪 当 
Pa) = ($a). al =0. 
即 避 为 潮 近 方 问 ， _ 
和 匠人 屏 为 采 疝 ， 则 和 (on 三 嫉 十 赴 对 任何 地 向 寺 过 有 
(B(a), 8) = (到 (3)，e = 0 
吉 上 平行 遍 有 直径 耐 . 


尽 之 ,出 定 玛 4 知行 刘 一 个 不 共 而 的 瞪 稀 近 广 lH] 91、 ct2y，G3， 
由 平行 它们 的 共 基 惠 径 而 ， 于 二 


(Be), a) = (Ba), ai) = 0. 


由 ad，aa，as 不 共 而 ， 救 和 (oj 二 0. 即 a 为 奇 疝 . 回 
7 共 固 方向 。” 共 斩 真 径 
定义 8 方向 a 一 (X.Y 2) 与 of 二 (X'，Y'， ZY 称 为 村 
于 二 次 曲 而 如 共 暂 , 如 果 


了 
【所 ， Y, ZI Aa4 (| 下 
A 
也 称 ae 为 关于 了 的 共 辊 方向 . 
用 我 们 常用 的 符 导 ， 上 而 等 式 也 可 写成 
($e), oad) = (0), qa) = 0 
下 面 的 性 质 是 很 明显 的 . 
性 质 1] ec 为 疝 疝 当 且 充当 ea 与 每 个 方向 共 纯 .ea 为 渐 近 方 
向 当 且 仅 当 a 和 直 共生 . 


性 质 2 Ga 与 砷 角 向 a 共 辑 当 且 议 妆 af 平行 于 e 的 共 葬 直 
径 曾 ， 
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性 质 3 没 7 7 分别 为 盾 合 则 5&6 的 共 辆 和 直 答 而 则 于 
行 症 7 当 且 仅 当 a 和 入 玫 工 ， 

性 质 4 若 o 光 绵 于 a ao 则 a 共 力 了 Ace io LER. 

定理 7 二 沪 曲 而 王 总 有 一 个 不 共 遇 人 世 丘 机 共 和 的 方 辐 , 筷 们 
中 可 总 用 rt 个 非洲 近 广 辐 ， 3 一 f(A444) 个 村 和 问 . 

证 因为 444 是 : 阶 实 对 称 打 陆 ， 于 是 有 有 于 个 特征 作 和 1, 和 2. 
43 共 对 应 的 特 入 同时 nn G2, 03 使 得 

4c; = Aida, ] ?3; 
a = 0 

将 @; 视 为 空间 中 方向 ， 即 知 定 埋 上 成 生 ， D 

定 尖 9 通过 中 心 -次 时 面 的 中 心 的 直线 称 为 三 的 直径 . 
在 一 条 直径 二 的 方 癌 方 a. 则 a 的 共 辊 直径 而 T, 中 叫做 共 罗 于 
的 直径 面 . 匠 钠 条 直径 由 ,12 的 方向 基 共 力 的 ， 也 称 这 两 条 上 由 径 吓 
闪 辊 的 ， 或 称 匡 们 是 举 固 直径 ， 

显然 ， 竺 条 下 径 有 无 数 多 条 与 之 共 纯 的 直径 ， 崭 近 线 【 即 上 其 有 
渐 近 方 问 的 直径 ) 与 自身 共 转 ， 若 7、 Nr2 分 唱 为 直 征 上， is 的 扯 轴 
过 笃 间 ， 则 站 区 Ta 当 且 仅 当 12 Cj. 

定理 8 设 中 心 … 次 曲面 于 的 直径 曾 示 的 方程 为 


Ar+ By+Czst+ DD=0, 


则 对 的 共 顽 于 7 的 直径 上 的 方程 为 
Pitr) _ Fz2lr) Fstr) 
A 了 
证 设 Cro) 为 于 的 中 心 ， 和 三 (人 访 2 为 过 的 方向 . 
主 是 的 方程 为 


rr 二 ro tr. 
共 轿 于 i 的 直径 而 7 的 方程 又 可 学 成 
(Bla), rj+ab=0. 
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| 
ee. 
| 
NE 
二 了 
rer” 
I 


又 对 任何 Ptry ET rr 


TY 一 2z0 VY -Hm 二 2 


是 万 


因而 
下 1 Fr ro) Bafr ro) Pa{r — ?0) 


| 五 人 
又 由 Ciro) 为 工 的 中 心 ， 改 天 (ro] 二 0, 因而 


一 


下 (一 70) ={r— ro, 3 一 加 ,二 一 20)444 
A 
= ({(x, Y, z, 1} ~ (zo, yo, 20; 5 0 


(7) -天 (ro) 


Tm 


出 此 可 知 定 理 成 站 . 上 
习 题 


1 设 于 ,9g 分别 为 二 次 曲 而 妆 直 线 ， 在 下 列 条 件 上 求 9 门 二 .并 


作出 示意 图 . 

] ) Ds 2 
本 te 
i y= 


2) 区 ; 和 所 + 知 =1: 
.| = zl， 
9 y= 
2 试 求 平 商 亏 : Az 一 By 十 Cz 十 必 二 0 ( 必 关 0) 为 二 次 曲面 


:ar 二 ez = 1 (abe 关 0) 的 雪 平 面 的 充分 必要 条 
件 . 
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3 求 下 列 晶 断交 吝 点 茂 明 所在 于 由 点 训 Cxo， 加 ，36】 企 的 女王 
{和 六 可. 


| vy -2 工 2 
1) 人 2) 一 和 二 2 

1 wy” | 
让 三 jj) x* 二 a’. 


4 让 骨 通 过 点 可 (70) 的 二 次 曲面 于 的 切线 构成 一 个 以 也 为 项 
扩 的 锥 和 击 ( 称 切 锥 面 ). 且 共 方程 为 


FroEtm (Fro), r]+ Ffro))? = 0. 


又 车 wfro) 为 正 叫 点 ， 叫 此 团 钳 而 为 团 平 面 . 


5 没 T 为 授 过 局 iro) 的 二 次 册 而 荆 的 摄 平面 ， 开关 开 与 开 
的 公 线 、 试 证 以 只 ol 为 原点 ， 工 为 准 线 的 钛 而 为 转 狼 而 . 


6 试 十 二 次 蚜 而 二 的 所 有 以 a 二 (六 ,YZ) 为 方向 的 切线 所 
构成 的 标 面 ( 称 为 平行 二 & 前 切 柱 面 ) 方程 为 


Pa)Ftr) — [Er oa} = 


7 求 二 次 曲 而 于 : 要 十 矣 一 扫 = 土 ] 的 分 别 以 P(0,，1. 2}. 
OCD， 0, 0) 为 硕 点 的 洲 近 方向 锥 向 方程 并 指出 何 为 工 的 渐 
近 锥 面 . 


8 求 下 列 曲 面 的 中 心 ， 
于 十 黎 一 到 =]1， 34z2 干 如 天 = 1 (4B 天 0). 
3) x2 = = 4) ax? + by? 一 2z， 
(tq. 上 不 全 为 堆 ). 


9 ” 求 曲 面 加 十 拓 一 每 = 二 土 1 (a, 如 c > 0) 的 中 心 , 渐 近 方向 
渐 近 线 及 渐 近 锥 而 . 

10 。 试 证 二 次 曲面 罕 十 区 ~ 克 二 1 无 奇 间 ; 方向 @ 一 (1, 0, 2 
为 渐 近 方向 ， 并 求 e 的 共 辆 直径 面 
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不 证 平 而 TT: 4r 一 3y 十 z 一 上 1 二 0 为 二 沈 晶 向 
DT: re 2ry— yr 1=0 
的 -一 个 直 福 出， 六 求生 不 共 绒 的 方 问 . 
求 师 疝 写 一 寺 = 1 的 中 心 ， 奇 向 ， 自 从 而 及 其 共 罗 方向 ， 


求 曲 面 让 一 天 一 z= 二 1 的 有 有 向， 证 戎 和 二 人 1、 让 为 非 
奇 渐 近 方 各， 并 求 兵 夫 物 百 径 而 


车 站， 避 , 专 为 中 心 二 深 曲 而 世 的 三 条 壮 相 共和 辑 的 直径 ， 试 
证 其 中 和 企 意 两 条 所 在 平面 是 第 一 条 的 共和 绝 直 入 而 ， 


9.5 二 次 曲面 的 度量 性 质 


本 节 讨 论 二 次 曲面 的 与 度量 {长度 ,角度 等 ) 有 关 的 性 质 . 我 们 
知道 此 时 使 用 豆角 总 标 系 较为 方 僵 . 因而 本 节 中 我 们 论述 的 二 次 曲 
和 

奴 然 票 讨 说 与 度量 存 天 的 忻 质 ， 当然 我 们 所 使 用 的 变换 以 是 保 
持 庶 芋 的 变换 ， 即使 任何 两 点 局 路 离 不 变 的 变 氏 ， 同等 忠 洪 换 ， 

从 88.7 知道 ， 三 维 Euclid 空间 的 等 路 变换 可 以 表示 为 -个 四 
防 实 方 降 【6 1), 其 中 B 为 三 阶 正 交 钴 阵 ， 5 为 Rs 中 向 基 
其 绎 标 也 记 为 5 

若 yp 是 一 个 等 距 变 换 ， 则 二 次 则 而 本 与 w(Z) 在 同一 些 标 条 
下 的 方程 ， 可 视 为 马 存 不 同 举 标 系 下 的 方程 

所 调 二 次 曲面 的 度量 性 质 ， 也 就 是 一 次 由 而 在 等 距 变 换 下 不 变 
的 性 质 ， 也 可 以 说 是 与 直角 举 标 系 选 取 无 关 的 性 质 . 


二 hd FE aa Pe hh ep H. 卫 wh LE eee i 7 ee et ral Pp EP He pt ,3 FP he Pe ef ahha ph 


: 255 - 


Maked ,by freekaoyan.com 


www.freekaoyan.com 


以 下 我 们 均 假 设 所 讨论 的 二 次 易 商 于 的 方程 (7) 二 0, 是 在 
直角 坐标 系 {OQ: a1、a2，E3} 下 的 方程 ， 并 继续 沿用 上 节 的 行车. 
如 

A 
Fm= 人 oaD( 各 


下 4 4 


cr 
oe 
一 iu 本 


Flr) 一 (444 bh}: 
Pr) = 444m， 
等 等 . 

444 的 特征 多 项 式 D(A), 特征 方程 D(A) = 0, 与 特征 值 也 称 
为 二 次 曲面 于 及 二 次 齐 次 式 更 tr) 的 特征 多 项 式 ， 特 征 方程 及 特征 
值 ， 者 

DAN= -ONC C3, 


RI 
Ci 一 Qll 十 @22 十 G33。 
Co =|%22 023 dl A183 ,la Ql2 
2 一 | 
dd23 34 13 U33 全 1] 伺 生 是 
Ca 一 det 4,4a. 
再 令 
Ca = det A. 


我 们 注意 到 ， Ci，C2，C3，C4 都 是 以 F(T) 的 系数 为 变量 的 
挟 数 ， 也 是 以 矩阵 4 的 元 素 为 变量 的 了 泊 数 ， 因 而, 我们 将 它们 称 为 
矩阵 4 的 函数 是 合理 的 . ee 

定义 1 车 函数 f(A4} 对 任何 直角 坐 慰 系 的 变换 [ 二 
P'P = 满足 


1(4) =/ (0 天 
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由 称 了 为 工 : P(r) 二 0 的 正 交 不 变量 . 简称 不 变量 . 
大 


or Da ee 


则 称 了 为 了 的 正 交 半 不 变量 . 简称 半 不 变量 . 


f(4) =1 (人 1) 4a(® JU 


区 称 了 为 荆 的 平移 不 变量 . 

引 理 1 设 (7) 为 二 次 多 项 式 . 则 

1 下) 的 一 你 项 是 平移 不 要 芷 ; 
2) 经 过 正 交 变换 { 即 【 1 1 ) 对 应 的 变换 ) Fr) 的 二 次 
项 ， 一 次 项 与 常数 项 分 别 变 为 二 深 项 ， 一 次 天 与 常数 项 ， 特别， 常 
数 项 不 变 ， 即 为 半 不 变量 ， 

3) 五 (7) 经 过 等 中 变换 ， 一 次 项 变 为 二 次 项 ， 且 Ca 不 变 ， 即 
中 汐 不 变量 ; 

4) 车 请 [7) = 二 襄 十 亚 十 2 则 天 (7) 让 等 中 变换 下 的 二 次 项 
部 分 为 了 十 2 十 2 

证 这些 结 论 均 可 由 计算 


， b P# 
0 1 已 全 44 [0 1 


如 33 0Q34 
{34 44 


ll 14 
位 14 4 


位 22 Ty4 
人 2 Ud 


22 23 U2 
23 QQ33 Qs4 
O24 U34 44 


Ul 13 lf 
dl3 233 G34 
ld C34 CQ44 


十 
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ll C12 Ci 
十 |Gl2 daa 好 2d4|， 
Tl4 G24 人 


ys 二 det .4 一 Ca, 
定理 2 没 工 : 下 fm 门 一 0 为 二 次 曲面 则 
1) 了 的 特征 多 项 式 ， C1，C2， C3， Cs 及 特 第 根 都 十 不 变 


2) Ki1，Kz 是 羊 不 变 虽 . 
证 ”结论 1) 仍 可 由 计算 


已 SNY744 b P 4 
0 1 vy 性 十 二 0 1 


得 到 . , 


了 
2) 注意 到 4 与 (0 1 4(0 1 ) 有 相同 的 特征 多 项 式 
和 一 DI 十 Do 和 一 Ds 和 A 十 Da. 于 是 


Di=CO+taea, D2 = C2 Ki 
Ds = C3 2, 124 = Ks = Ca. 


页 Di (1 < ii < 为 半 不 变量 . 又 Ci (1 之 i< 4) 为 不 变 
量 ， 自 然 是 半 不 变 旦 .于 是 K1， 玉 2 是 半 不 变量 . 口 


定 久 2 设 工 为 二 次 曲面 . 艾 扩 为 工 的 特征 值 . 4aa 的 属 
于 入 的 特征 向量 a 二 (六,， 区 2 的 方向 称 为 二 的 主 方向 ; 共 斩 
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于 主 方向 的 直径 夯 称 为 主 径 面 ; 其 有 主 方向 的 直径 称 为 主 直径 . 


主 方向 


从 主 方向 的 定义 ， 对 称 答 阵 的 特 入 及 特 征 向量 及 共 忽 方向 的 性 
页 ， 立 即 可 得 下 面 一 些 性 质 . 

性 质 1 工 的 特 鱼 但 为 实 歼 ， 且 不 全 为 替 . 

性 质 2 不 问 特 征 值 对 应 的 下方 应 互相 得 直 工 思 . 

性 质 3 D(A) = 0 的 单 根 对 应 叭 一 的 主 方 向 ， D(X} 一 0 的 
二 重 根 所 对 应 的 主 方向 是 和 一 平面 平行 的 一 切 方 向 ， 且 垂直 于 此 平 
面 的 方向 也 是 主 方向 ; IA) = 0 的 根 为 三 重 相 时， 任何 万 向 部 是 
主 方 辐 ， 一 定 有 三 个 五 相 重 直 共 辆 的 主 方向 . 

性 质 4 奇 向 是 对 应 特征 值 0 的 土方 向 ， 非 奇 渐 近 方向 不 是 主 
方向 ， 

下 而 定理 是 从 几何 角度 来 判断 一 个 方向 是 否 为 主 方向 . 

定理 3 a 为 交 的 主 方 向 的 充分 必要 条 件 是 存在 两 个 水 共 线 
的 与 a 既 迁 直 叉 共 轨 的 方 间 Ql，aw. 

证 设 为 主 方向 均 消 


一 


Tial 一 a 二 入 a. 


办 而 任何 与 a 牌 直 的 方向 也 是 二 a 共 思 的 方向 ， 于 是 存在 不 此 线 
的 方向 Qi1， G2 与 A 既 垂 直 又 共 辆 . 
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反之 ， Qa1; G2 林 共 线 且 与 a 重 自 共 红 ， 由 于 
(Ble). ai) =0, 17=1. 2 
上 破 量 (o] 5 qq a2 三 直 ， 改 中 (e) 与 a 共 线 ， 即 
(oa) = Aa. 


er 是 特征 癌 里 ， 即 主 方 向 DD 
推论 上 证 日 是 于 的 非 渐 近 方 问 ， 则 ea 为 主 方向 当月 仅 当 人 
年 直 十 它 的 共 罗 妆 径 阿 . 
事实 上 ， 我 们 只 要 注意 色 @ 为 主 方向 的 条 件 是 


下 (oo = Aa, 和 天 站 . 
而 a 的 共 旨 直 径 面 为 
(B{a), r+ a5=0. 


这 是 与 里 (a) 垂直 的 平面 ， 而 一 个 平 而 的 垂 线 方向 是 唯一 的 . 
口 ] 

推论 2 设 a 是 非 渐 近 卡 方向 则 a 的 共 轰 直 称 面 工 是 开 芍 
对 称 平 而 . 

事实 上 ， 由 89.4 的 定理 6 知 ， 不 是 由 平行 的 弦 的 中 点 组 
成 ， 而 由 推论 1 知 a 与 7 匡 直 上 % 为 忆 的 对 称 平面 . 口 

推论 3 ”中心 二 次 曲面 的 主 直 径 7 是 于 的 对 称 轴 . 

设 忆 为 五 上 一 点 .过 了 作 让 线 ! 的 垂 线 9. HH 于 1 的 方向 为 
主 方 同 ， 故 9 与 二 共 印 ， 又 设 ro 为 9 的 共 辆 直径 而 ,因而 C Try， 
又 乡 上 的 纺 PP 被 re 平分 ， 故 被 1! 每 直 平 分 ， 因 丽 是 马 的 对 
称 轴 ， O 
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习 是 
求 下 列 二 次 曲面 的 相持 生 直 共 软 的 主 方 回 及 其 共 罗 的 诗经 面 - 
1) DT: 2 drz 22dy—6z—12=0. 


2) DT: x ry 2 dy 2z2+3=0. 

3) DT: ryt+ rs y= aa’. 

试 证 二 次 曲面 至 少 有 一 个 确定 的 主 径 面 . 

若 平 面 站 与 二 次 曲面 2 的 变 线 为 国 ， 则 称 x 为 工 的 项 截 面 . 
1 平行 于 网 截面 的 平 而 出 是 加 截面 

2) 一 由 2 (一 0 拘 为 二 次 赐 面 ， 且 
下 (与 所 (7) 的 一 次 项 相等 , 则 对 与 王 : 有 相同 的 区 截 而 . 
3) 求 富 : 下 ( 门 三 和 (站 王 0 的 圆 截面 . 

求 精 球 面 x 十 2 十 2z? 十 2xy 一 27 一 4y 十 4z 十 2 二 0 上 的 
闹 的 中 心 轨 迹 ， 

设 平面 4z + By 十 Cz = 二 0，4BC 关 0 是 重 (r) 二 1 的 辕 堆 
面 ， 问 它们 的 系数 间 存 什么 关系 . 
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第 十 革 ” 仿 射 几何 与 射影 几何 


本 节 将 商 赂 的 介绍 仿 时 几何 与 射影 几 铅 ， 它 科 是 几何 学 中 的 到 
要 分 交 ， 并 且 间 解析 几何 一 样 ， 己 线 御 代数 理论 者 有 密切 页 系 ， 国 
而 现 芷 见 和 何 学 中 这 一 个 分 支 也 被 统称 为 “ 线 必 几何” 这 里 ， 我们 将 
讨论 的 对 象 从 通常 的 空间 一 实数 域 上 的 三 维 空 间 扩 展 到 一 般 数 战 
土 的 任何 维 数 的 罕 间 .， 当然， 还 可 以 进一步 扩大 讨论 前 村 象 ， 但 这 
是 后 话 . 


10.1 ” 仿 射 几何 


这 市 我 们 将 给 出 仿 射 几何 的 研究 对 象 (或 元 素 ) 及 元 去 之 间 的 
运算 ， 
设 WW 是 数 域 局 上 的 有 限 维 线性 空间 . ,NY 为 下 的 子 空 
间 ， ef 总 为 站 的 元 素 . 在 负 .10 中 我 们 知道 a 横 条 的 同 余 类 为 


+ MM={at+”yhy € MM}. 


我 们 又 称 &@ 十 人 为 计 在 中 的 一 个 陪 集 或 平移 空间 . 

障 集 有 以 下 一 些 性 质 . 

性 质 1 设 a 六 EV. 则 下 面条 件 等 价 : 

1]) at+M=2+M: 

2) dentaA: 

3) 一 此 十 所 Ed 

性 质 2 设 QEV, MN 都 是 VW 的 子 空间 , 车 a+MM= 
+N, 则 M=N. 
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事实 上 , 此 时 有 a€8+N. 于 是 a 十 入 = 二 入 =a+A. 
Fn MM = LN. 

性 质 3 T 中 任意 陪 集 族 之 交 或 为 陪 集 ， 或 为 空 集 . 

设 {S51i &€ 了 } 为 给 定 的 陪 集 族 . 若 N 5 # 从 设 x€ 门 Si 


+ 万] 
由 人 性质] 知 ， 5 二 十, 是 VW 的 子 空间 ， 于 是 


(Ss. = [e+ MM) = a 站 Mi. 
+E :2] 1 了 


fi 本 全 时 ,为 了 的 子 空间 ， 故 门 5 是 一 个 陪 集 . 

2 全 TEI 

陪 集 院 变 这 种 日 然 的 运算 外 ， 下 面 的 运算 基 另 一 种 基本 运算 . 
定义 1 设 {Sili€ 了 7 了} 是 的 陪 集 族 ， 则 称 包含 LU Si 的 所 有 陪 

ze 
集 之 父 为 此 陪 集 族 的 联接 或 联 . 记 为 5;i. 
tI 
对 于 两 个 陪 集 ， 更 常用 S1Y Sa 表示 . 
首先 ， 我 们 要 指出 ， 联 接 运 算是 有 意义 的 ， 关 为 包含 LS; 的 
EF 


陪 集 是 存在 的 ， 例 如 VW 就 是 - 个， 十 是 这 些 陪 集 的 交 仍 为 WW 前 - 
个 陪 集 
其 次 ， Wa 是 包 合 给 个 5, 的 最 小 陪 集 . 二 SD 时 Vv i 
+ 全 1 
VI EJ 车 陪 集 TD Si vielNNTD VS 


ii 
第 三 ， 下 面 关系 显然 成 立 : 


(S VsJVS SiV(soVS = Ys, 


+ 二 1 


以 下 两 例 可 以 清楚 的 说 明 联 接 运 算 的 几何 背景 . 
例 1 设 W = RP, @ 是 两 个 点 ， 举 标 向 量 分 别 闵 ‘9 
于 是 ae 8 可 视 为 子 空间 10} 的 陪 集 . 
aoaVB=at+M=3+M, 
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其 中 M 是 WV 的 子 空间 故 
ta — Be MM, vteH. 
显然 {t(a 一 站 |t € R} = Lla 一 8) 是 VW 的 子 空间 ， 且 
r+La—B)=8+Lie— 8B) 


为 包含 ca 6 的 隧 集 ， 故 好 = Lta 一 BB). 这 表明 a YB 是 联接 PP， 
Ww 的 直线 . 


例 2 设 Y= 了 及. 5 一 aS5a 一 有 昌 上 1 (dimJM = 1). 歼 
S91 是 一 个 点 ， 83 是 一 条 直线 ， 且 a So. 设 


SIVYS2 = 0 Mi = B+ MD. 
由 于 to 一 上 六 EM, YEE R. MC hfi. 于 是 
M2 =LIi(aoc—- H+Mc fl. 


而 旦 十 M2 = 二 上 B 十 Ms 为 包含 S1, So 的 陪 集 .页 Ma = 和 ,由 于 
oF 352. 故 Q 一 AM. 因而 qimwdi 二 2. 这 表明 SI VS2 是 通 
过 点 SS1 与 直线 So 的 平面 . 
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入 " 


定 久 2 设计 是 WW 的 子 空间 ， 则 称 47 的 维 数 为 陪 集 民 十 并 的 
维 数 , 记 为 dim{o 十 人) 二 itn 2. 

定 久 3 设 S 为 线性 空间 六 的 陪 集 . 称 3 中 所 有 障 集 的 集合 
为 驴 | 的 仿 身 几何 (affine geometry), 记 为 445) 并 称 dim5 为 
AS) 的 礁 数 , 汪 为 dim A(S)，A(S) 中 0, 1.2 维 元 素 分 别称 为 
点 , 直线 . 平面 ， A(S) 中 dimS 一 上 维 元 索 称 为 -45S) (或 551 的 
超 平 面 . 

车 S, 了 如 是 陪 集 ， 且 SET 则 称 .4(S) 为 A(T) 的 子 几 
何 . 


习 题 
1 让 明 联接 运算 有 人 交换 律 与 结合 律 . 


2 证明 S 人 SYD 二 上 (S$). 这 里 介 为 VW 的 零 部 素 ， 上 (SY 为 由 仿生 
成 的 子 空间 . 


3 设 玉 是 数 域 户 上 的 线性 空间 . 5 是 YY 的 陪 集 ， 试 证 ， 若 
i, Oa Or EE SD; Tly Ty REP, 有 Ri 二 2 二 -十 
Xr 一 1. 则 > ziei E 5. 
t=1 


4 试 还 VW 中 非 空 集 SS, 若 在 7 = 2 时 ， 习 题 3 竟 性 质 成 立 ， 刚 
9 为 一 陪 集 . 


5 设 A 后 下 中“ 万 E 了 1m、 斌 证 线性 方程 组 A = 二 BB 的 解 
集合 是 P” 中 一 个 一 r{A) 锥 的 陪 焦 ， 


10.2 基本 仿 射 性 质 


本 节 将 讨论 交 与 联接 的 基本 性 质 . 并 引进 平行 的 概念 , 
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定 尖 1 设 a 十 名 ,3 十 入 是 线性 空间 的 两 个 陪 集 ， 如 果 
MCN 或 NCM, 


四 称 a 十 2M 与 8 十 入 平行 记 为 (a 十 MM)|(8 + NN). 
显然 ， 对 WV 的 任何 障 集 3 有 


slls, 


又 大 5 二 为 两 个 陪 集 ， 且 人 ST, 则 |S. 

最 平行 关系 有 有 自 反 性 与 对 称 性 ， 下 面 的 例子 说 明 平 行 关系 没有 
传递 性 ， 同 时 出 说 明 平行 关系 的 儿 柯 意义 ， 

例 1 设 V= RY. oo= {0,0,1),8= {0,0, 3, M = 
{(z, 0, Olz € R}, M2 = {{0, gy, Oy ER}, M = {(x, y, Oz,y 
< 及 | 51 一 wa 二 00,5o 一 日 + 53 = JM. 十 是 


SSs3, Sz2||Ss. 


但 21 与 $2 洒 平 行 . 


这 里 ， 我 们 的 平行 概念 也 就 是 通常 意义 下 的 平行 概念 . 
定理 1 设 a 十 虹 =3 8 六 = 了 分 别 为 子 室 间 好 , 次 的 
障 集 ， 则 下 述 结果 成 立 : 
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l} at MYVYGBG+N)=a+LIf -atMiN; 

2) 5 门 个 闫 当 征 仅 当 8 ae M+ NN; 

3) S$SNMNT=$ 当 Hi dim(S VT) = dim(tM + N)+]. 
证 1) 出 于 QeESYT,. 上 故 有 子 空间 了 使 得 


SVYT=a+P=8+P 


于 是 
LB3_atrtM+iNEP 


(ai MI)U{B+N) Cat atMtN. 
故 田 SYT 是 包含 wa 十 好 与 有 + 六 的 最 小 陪 集 ， 姑 
P= -at+M+N, 


于 是 结果 1) 成 立 ， 
2 (a+ 3) 站 (8 十 六) 关 名 当 且 仅 当 存在 YE MEE NN, 使 得 
tyY=2+& 欧 2-a=y—-EM++N. 

3) 由 结果 2), 知 5 门 荆 = 自 当 且 仅 当 8-ag 人 十 N. 即 
L(8 一 2) 八 (MM4 二 入) = {0}. 再 由 结果 二 知 


dim(S YT) = dim(M + N) + 1, 
即 结果 3) 成 立 . 口 
仿 身 几何 中 关联 性 质 将 山下 述 定理 早出 . 
定理 2 设 S, 了 都 是 线性 空间 TY 的 陪 集 ， 则 下 述 结果 成 立 . 
1) 车 人 5cT, 则 dim5S < dim 人 ,月 等 号 成 立时 人 S 二 人 T. 
2) 车 SNT6 则 
dimlS VT) + dim($ NT) = dim 5 + dimT. 
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3) 若 SMT 关 8 则 SIIT 的 充分 必要 条 件 是 SCT 了 或 
Te 
闪 SN 工 = 仙 则 5IT 当 且 仅 当 


dim{S YT) = maxl(dims, dim7T)}+1. 
证 设 访 二 a 二 他, 了 = 二 8 十 入 ,其 中 衣 , 入 为 VW 的 子 裕 


问 . 
下 个 后 站 门 工 . 苍 访 二 十 计 , 工 二 ”x 十 NN. 因而 


WILL 一 TRY 


本 
- 


SNT=7+{MNNY. 


由 平行 的 定义 及 钱 性 空间 和 与 次 的 维 数 闫 系 知 结论 1) 与 2) 成 立 . 
3) SMT 设 yYE5SNT. 于 是 S$S=m+M,T=a+4+N. 
SIT 即 半 CN 或 NC MM 当 且 仅 当 SCT 或 TCS. 

S$ 人 NNT =@. 于 是 由 定理 1 知 


dim(S VT) = dim(M + N)+1. 


二 而 

dim(S YT) = max(dim Ss, dim T}+1 
当 且 瓜 当 

dimtad + N) = max(dim S, dimT) 

= maxldim M, dim N). 
即 
MCN 或 NCM. 

也 就 是 SNT, 故 结 论 3) 成 立 . 口 
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将 此 定理 用 于 2, 3 维 仿 射 几 何 . 则 有 下 疝 两 个 2, 3 维 仿 射 几 
何 关 联 性 质 的 推论 . 

推论 1 设 dmy=2. 则 -47 有 以 下 性 质 ， 

1) 二 不 同 点 的 联接 是 一 直线 ; 

2) 二 不 平行 直线 的 交 是 一 点 . 

证 ”性 成 1} 的 证 明 可 堵 810. 1 的 例 1. 

2) dmS = 一 dim 开 =1.59 与 了 不 平行 ， 夏 号 闪 了 了 . 于 是 由 
SCSVYVT 知 


dimlS ¥ TY > dim 5 
且 等 号 成 立时 ， SY 了 T= 5, 从 而 了 二 S$, 这 就 产生 矛盾， 故 
dimnfSV2 > dimS = 1， 
由 dim WY 二 2, 知 
dim(S VT) = 2 = max{dim $, dim TY}+ 1. 
因而 由 定理 2 的 结论 外 知 5 门 工 = 鲁 时 ， 省 T. 这 又 产生 矛盾 . 
故 S 门 了 天 化 且 
dim(SNT eg 


故 人 S 门 本 是 一 个 点 . 口 
推论 2 设 dimY = 3, 则 A(VY 有 以 下 性 质 : 
1) 两 不 同 点 的 联接 是 一 条 直线 ， 
2) ”两 不 平行 的 平面 的 父 是 一 条 直线 ， 
3) 交 于 一 点 的 二 直线 的 联接 是 一 平面 ， 
4) 二 共 面 的 不 平行 的 直线 的 交 是 一 点 ; 
5) 二 不 同 的 平行 直线 的 联接 是 一 平面 ; 
6) 一 点 与 不 包 合 它 的 一 条 直线 的 联接 是 一 个 平面 ; 
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7) ”一 平面 与 一 不 平行 它 的 直线 的 交 为 -点 . 
证 ”考据 4) 与 8) 的 证 明 可 见 810.1 的 例 1 与信 2. 
5) 号 关 开 用 3 了， 于 是 由 定理 2 的 结论 3) 知 S 门 三 三 由 


dim{tSYT) 三 maxfdim Ss,dimT)+1 
一 22. 


即 95V7 为 一 平面 . 
其 它 性 质 的 证 明 可 作为 练习 口 
两 条 既 不 平行 你 不 相交 的 直线 称 为 交错 直线 ， 它 们 一 定 不 共 
耐 ， 放 也 称 为 异 面 直 线 . 


习 是 
1 证 明 推 论 2 中 性 质 2), 3), 4) 与 了 ). 
2 设 dimV 三 3. 5, 了 为 A(W) 中 二 区 错 直 线 ， 试 证 
1) 存在 唯一 的 平面 Ps 使 得 SC Ps, TI|Ps: 
2) 存在 唯一 的 平面 Pr 使 得 TC Py， sr; 
3) PrllPs. 
3 设 吕 了 为 两 个 障 集 ， 台 
K={raetyae SET,IYyEP,x+y=1}. 
试 证 
il) avHC EK,vaes, eT. 


2) 车 dim VW =3, 93, 了 为 交错 直线 ， 则 KK 不 是 陪 集 . 
270 ， 
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4 设 1， mao，., .tr ETY， 斌 证 


7 = 
ty Voi=oat+L{aoi— ol2<i<r}. 


2) dim Ya; 二 7 一 1 当 且 仅 兴 {6s 一 oa 人 2 区 z Sr} 线性 
+ 二 ] 
a 


10.3 ” 仿 射 同 构 


如 同 线性 空间 ，Euclid 空间 一 样 , 在 仿 射 几 柯 之 问 也 有 同 构 的 
关系 ， 两 个 同 稳 的 仿 庙 此 何 应 当 有 相 局 的 性 质 与 结构 ， 和 在 事实 上 ， 
可 以 视 为 一 -个 仿 射 上 几何， 本 节 我 们 将 讨论 这 种 关系 . 

定义 1 设 了 是 仿 射 几何 4 到 念 射 上 几何 由 的 一 -对 应 ， 并 
满足 

f(tS) C fi7) 当 且 仅 当 今 C1, Ys, Te Ad, 
则 称 了 为 4 到 A' 上 的 同 构 , 如 果 这 样 的 同 构 存在 ， 则 称 站 与 出 
同 构 . 

显然 ， 同 构 基 系 具 有 自 反 性 ， 对 称 性 与 传递 性 ， 

仿 射 几何 4 到 仿 射 几何 4 的 何 构 有 以 下 世 质 . 

性 质 1 保持 交 的 运算 , 即 Fn 5 = 门 f5;), YS; € 4. 

性 质 2 保持 联接 运算 ， 即 f{¥ SU 一 VS YoiE 4. 

性 质 3 保持 维 数 不 变 ， 即 dim ff(5) = dim SS, vs € A. 

性 质 4 保持 立行 甘 系 ， 即 (SYF(T) 当 且 仅 当 引信 

注意 到 ， 门 5S, 与 Y Si 分 别 为 包含 在 每 个 $; 中 的 最 大 陪 集 7 
包含 每 个 Si 的 最 小 陪 集 ， 于 是 性 质 1, 2 自然 成 立 . 

: 271 - 


Maked by freekaoyan.com 


wr ir ET i ok seh a 1 TE FP ee PP PP te Fr she, Me io et THe etre 


www.freekaoyan.com 


对 于 障 集 5, 我 们 可 构造 一 个 陪 集 族 : 
SDSD SD..D S,, 
其 中 dim S; = dim 5S 一 5 用 此 知 直 一 dim 5. 
FOS Dr DT 
因由 dim FS > dim 了 (Si41) 知 
dim 5 < dim f (8). 
反之 ， 由 于 六 1 是 4! 到 A 和 的 同 构 ， 零 
dim f{5) < dim 广 10F03S = dim 5. 


本 是 性 质 引 成 站， 
设 ST. 分 丙种 情形 来 讨论 ， 
1) 3S 门 工头 由 此 时 有 与 氧 工 或 卫生 5. 因而 f(S) CC FT 
或 f(T) C 1(S), 故 (S(T). 反之 亦 然 
2) SNT=9. 于 是 f(S)Nf(T)=8. 且 
dim(F(S)V FT)) = dim f(SYT) 
= dim(SYT) 
= max(dim Ss, dim T}+1 
= tax(dim f(S), dim f(T))+ 1. 


故 f(S)f(T). 反之 亦 然 . 

因而 性 质 4 世上 成立 . 
定理 1 数 域 卫 上 两 个 仿 射 几何 4, A' 同 构 的 充分 必要 条 件 是 它 
人 的 维 数 相同 . 
证 ”必要 性 可 由 上 而 的 性 质 4 得 出 ， 下 面 还 明 人 充分 性 . 

设 a ai 可 ,MH 分 别 为 线性 空间 WV' 的 向 量 与 子 空间 . 
甩 由 一.4a 二 并) 由 =4a 十 MM. 由 于 dim A = dimA' 故 
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dim az 二 dim MM， 因而 有 af 到 3 上 的 线性 同 构 映射 g， 再 作 
丰 到 A' 的 映射 产 


flS)=a LgSs—a) YSeA, 


| 


一 总 一 {8 二 olla 三 Ss} AT. 
显然 ， 耻 的 逆 上 映射 六 :为 
FS)=o tg ls a), YS eA'. 
于 是 了 是 4 到 4 的 -- 一 对 应 ， 且 
fF(S) SFT) 当 且 促 当 SCT. 
即 了 是 4 到 4 的 同 构 映 射 . 回 
从 这 个 定理 知 “Rn 维 仿 射 几 何 ” 的 侣 交 是 明确 的 ， 下 面 我们 讨 
论 一 个 仿 射 几何 到 自己 的 同 构 映射 ， 
例 1 设立 为 数 域 王 上 的 线性 空间 ， a eV. Ta 是 时 | ez 决 
定 的 平移 ， 则 re 也 是 .4(Y] 到 (YY) 的 同 构 . 
证 设 8eV, iM 是 VV 的 子 空间 则 
Ta(B + M) = Qt + MM 
TaTm = id, 
Ta(5) CC Ta(T) 当 且 仅 当 SCT. 
故 7 是 A(W] 到 (VW ) 的 同 构 . 
例 2 VW 的 任何 可 逆 线 性 变换 了 均 为 7 到 40) 的 同 
构 . 
事实 上 ，a EW, 3M 为 V 前 子 空间 ， 册 
fla + M) = fo) + fF), 
f° f=id, 
SS f(T) 当 且 仅 当 5S CT 
. 273 . 
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南 了 为 A(W) 到 ALV) 的 辣 构 . 

从 例 1, 例 2 本 以 看 出 Tyf 也 是 -下 让 到 和 YW) 的 同 构 ， 特 
别 ， 在 W 中 取 定 基 后 ， 仍 以 @ 表示 9 在 取 定 基 下 的 坐标 ， 上 表示 
了 的 短 阵 。 则 我 们 可 有 几 算 阵 来 表示 Ta 下 : 


te 7) (1) =a tf) 


定 湾 2 设 了 ,TY 为数 域 P 上 线性 空间 ， ae 训 ， MI' 分 
别 为 WV, V' 的 向 量 ， 子 空间 9 是 邮 到 M' 上 的 线性 同 构 ， 则 
称 Tar97_a 为 AAG 十 时 ) 到 Ala 十 2M') 上 的 仿 射 变换 ， 

关于 仿 射 变换 有 以 下 性 质 ; 

1， 记 瑚 一 7org7_a， 则 


g=T hahra vBEeoat+M. 


23， 玉 是 4(ar + 到 A(a 十 人 MM) 的 仿 射 变换 ， 

3， hi: .4(5) 一 > 405 ha: A(S') 一 3 ALS") 都 是 仿 射 变 
换 ， 则 hzh1; AL5) 一 4(s ) 也 是 仿 射 变换 . 

这 些 性 质 都 可 作为 练习 . 

下 面 我 们 将 在 仿 射 几何 中 建立 参照 标 架 . 

定义 3 设 4 是 ?>1) 维 仿 射 几何 ， 又 PB,..,, PP,, 信 
是 只 十 1 个 点 ， 且 


dim (V PVE) =n, 
+ 二] 
则 称 有 序 (ns 十 了) 一 重组 (记忆, ...， 甩 ; 人 @) 为 的 及 以 晶 为 原 


点 的 参照 标 架 . 
设 玉 二 PP"*, 令 O 〇 = (0,0,……, 0), 及 


id 


TT vi et i 
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邮 EE; 的 第 宇 个 元 索 为 1, 其 它 元 素 为 0. 因而 我 们 得 到 A(P”) 的 
一 个 以 口 为 原 扩 的 参照 标 架 


(Ei, Ez, ..., E,: O). 


称 此 参照 标 架 为 标准 佑 限 标 架 . 
定理 2 若 (PB, B.D OP Pi 分 
别 是 仿 身 几何 4 4 的 参照 标 架 ， 则 存在 4 到 4 的 叭 一 的 仿 射 
变换 了 使 得 
fiP)=P, 1]<i<n: 
flQ)= 0. 
证 不 妨 设 A 二 A(la 十 2), A 一 Afto' 十 3, 这 里 ar 
MAM， AT! 分 别 为 线性 空间 WY, V'， 的 向 基 与 半空 间 . P,P 
分 细 为 4A, 水 中 的 点 因而 为 VY" 中 的 向 量 . 
由 于 ( 玉 ， .多 ) 与 (让 ;让 ; 地) 是 参照 标 架 . 
于 是 {Pi 一 Ql 入 帮主 一 全 三 < n} 分 判 为 姓 ,M1 的 
基 ( 见 810.2 之 习题 ). 因而 有 邮 到 邓 的 线性 同 构 9g 使 得 


gtB -0)=P-w. 


于 是 到 4 的 仿 射 变换 


.f= 70'g7_0 
满足 
HP)=P, 1l<i<n 
(0)= 8. 
显然 ， 这 样 的 了 是 唯一 的 . 图 
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定义 4 若 4 是 数 域 上 PP 的 n 维 仿 射 几何 ， 则 有 4 到 A(P") 
于 的 :个 仿 对 变换 了 称 为 4 的 一 个 仿 身 坐标 系 . 

由 定 埋 2 知 ， 对 于 了 存在 唯一 的 4 的 参照 标 架 (Pl, 已 , ...， 
1; 名 ) 使 得 


fi@)= 0: 
fiIB}=E, 1l1<i<n. 


即 4 的 参照 标 架 与 华 标 系 有 一 一 对 应 关系 
设 X=Q@ 二 并 zi(P 一 Q)e 4. 则 
?一 | 


1X] 一 Es TI a 
我 们 称 (rz1， To .1 i | 用 对 给 定 参 照 标 架 [已 ， Dy "es a 
WW) 的 坐标 . 
注 车 将 OQ, Bi 写成 列 的 形式 ， 而 善 的 坐标 也 是 列 的 形成 . 
习 题 


1 证明 本 节 中 所 述 仿 射 变换 的 三 个 性 质 ， 


2 设 了 上 是 .95) 到 -40S] 上 的 仿 射 变换 ， 陪 集 工 C 3. 斌 证 闻 
在 .ET) 上 的 限制 也 是 仿 对 变换， 


3 设 f 二 Tog9T-a 是 A(a 十 31) 到 Ala + 234) 的 仿 射 变换 . 证 
明 下 列 两 个 条 和 件 等 价 : 
1) ASS, YS € A(a + MY). 
2) ffIN) = NN, VM 的 子 空间 N. 
注 ”有 这 种 性 质 的 人 入射 变 换 叫 做 腾 胀 变换 {dilatation). 
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10.4 仿 射 几何 基本 定理 


本 节 将 证 晤 仿 射 几何 中 二 个 基本 定 埋 . 为 了 与 射影 几何 联系 十 
来 ， 我 们 将 “ 齐 性 回 量 ” 的 工具 赂 于 我 们 的 证 明 

设 .4(P) 是 数 域 卫 上 的 一 维 仿 射 几何 5 是 A(V) 中 的 一 
个 平 铅 ， 且 不 包含 零 向 基 0. S 中 的 一 点 部 即 为 了 的 一 个 非 零 癌 
是. 故 OP = OVYP 是 VW 的 一 维 子 空间 ， 称 QP 中 任何 非 零 向 
量 bp 为 对 于 六 的 齐 性 向 量 . 


显然 下 列 性 质 成 立 ， 

了 p 为 对 十 书 的 齐 性 向 量 当 且 仅 当 OP = L(p): 

2.， 号 一 OP 是 5S 到 所 有 通过 QO 与 5 不 平行 的 直线 集 上 
的 一 一 对 应 ; 

3， 上 一 点 卫 . @ 与 民 共 线 当 且 私 当 OP, OQ 与 OR 共 
面 . 

性 质 3 可 由 $10.2 中 三 维 仿 射 几 何 的 关联 性 质 2) 与 6) 得 到 . 

引 理 1 设 PP, @, 民 是 A(V) 中 三 个 异 于 的 点 . 又 OP. 
OQ 与 OR 共 而 . OQ 关 OR, p 为 对 于 了 的 齐 性 向 量 . 则 对 任 
何 x,y &€ 忆 一 {0}, 存在 对 于 久 , 如 的 齐 性 向 量 9, 7 { 其 中 之 一 可 
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能 为 0) 使 得 
P= Fyr. 
证 设 yo. Po 为 对 于 全 ， ft 的 章 性 回 旺 . 因为 OP, OW 与 
OR 共 面 ， 士 是 P go mo 线性 相关 又 OQ@ 关口 R, ga ro 线性 
下 
无 关 ， 贞 有 x0. 加 使 得 p 二 X00 十 加 "0 二 z+ u(r). 故 


站 中 Hn 
只 要 取 9 二 各， "二 mn 口 


推论 上 看 , 2, 中 E 3. 3 为 一 不 人 宫 吕 的 平 而 六、 呈 
瑟 不 相 站 日 共 线 . 则 gq; 7 部 是 齐 性 向 量 . 


这 上 时， 注意 QP, OQ 与 QR 互 不 相同 ， 口 
推论 2 若 R@ |OP, 出 9,r 都 是 齐 性 向 车 . 
这 上 时， PP, OQ@, OR 相 是 下 不 相同 的 口 
Q RR 
他 nn 


定 浪 1] 次 几 . 吾 C 是 -个 非 共 线 点 . 则 出 这 二 个 点 和 它们 
问 的 三 个 联接 称 为 三 角形 A4BC, 记 为 AABC.. 


1 


加 
己 


定义 2 我 们 称 人 ABC 与 入 AB'C' 是 从 点 卫 透射 的 (per- 
spectivej， 如 果 这 七 个 点 P, A, B, CA’ B' COC!' 不 同和 且 AA! 
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门 BB'NCC' = P. 此 时 称 卫 为 透射 中 心 . 如 果 AANIBBIICC”, 
日 此 六 点 不 同 ， 则 称 从 A4BC 与 人 A'B'C” 是 平行 透射 的 . 


定理 2 (Desarguesj 设 入 ABOC 与 俯 A4B'C" 是 两 个 共 面 的 
透射 三 角形 ， 

1) 若 ABNMA'B'=L, BONB'C = M,CANCA'=N. 
则 工 , Mf 与 N 共 线 ， 2) 若 BCI|B'C', CANC'A', 则 4B|A'B'. 


和 


证 设 和 ABC, 和信 4BC* 所 在 平面 为 9, 且 Og 5S. 若 两 个 
三 角形 是 从 已 的 透射 , 则 PP, A, A' (了 , B, B'; P, C, 01) 共 线 , 若 
人 ABC 与 人 A'B'C' 是 平行 透射 , 作 OP | 44 BB’' | CO 
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干 是 在 这 两 种 情形 都 是 OP, O04, O04’ (0P, 08B. 0B'; OP, OCG. 
Domn 其 面 . 且 O04 关 04' (08B 关 OB' OC 关 OC). 于 起 出 相 
理 ] 知 存 在 对 PP, 4, B,C, 4 B' 0 的 齐 性 向 量 p, a Pb. ea 
p ,ec 使 得 


a =p+a, =p+h, ce=p+e. 


于 是 太一 上 = 一 cc 二 0M 关 0, 因为 OB 关 OC. 因而 到 属于 平面 
OBC 与 平面 QB'CO". 零 在 QJM 上. 即 mm 为 2 的 齐 必 向量. 类 
他 了 一 站 一 下 二 和 一 为 大 的 育 性 癌 量 ， 和 一 忆 一 下 一 一 下 为 
六 的 齐 性 向 量 . 又 

i 十 各 二 0， 


圳 口上 L, OM 与 DN 共 面 ， 因 市 ,与 入 闪 线 . 

车 BC]|B'C", CC 4 由 没有 点 MM 与 N. 但 是 仍 有 m,n 
是 非 零 问 量 . 手 是 mm. Rn 与 全 平 行 出 二 十 了 十 枣 一品 鼓 二 也 与 
3 平行. 故 4B 与 她 B' 不 相交 ， 故 44 刀 |4 再 口 

定理 3 (Pappus) 设 万 , B,C 与 4 和 B', 0" 分别 在 两 条 不 同 
的 共 面 直线 上 (此 二 直线 可 以 相交 ， 耻 可 以 平行 ). 若 4B' 门 4'B = 
LBCNBOC = M,CANOA = N. 则 上 , M,N 共 线 .车 
ABNA'B, ACNA'C 则 BC 中 BC 


个 
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证 设 自 线 4BC 与 直线 4 BC 所 在 平面 5 不 含 原点 . 

苦 一 直线 相交 于 PP, 则 可 取 对 已 的 齐 性 向 量 p， 若 直线 平 
行 ， 则 可 过 O 作 直线 OP 与 这 两 条 直线 平行 ， 也 可 取 齐 性 向 量 p. 
由 引 理 1, 可 肥 对 4, B.A, B' 的 齐 性 向 量 a, b, or. 使 得 


b=pyt+a, Vptia. 
问 时 有 对 忆 , C 的 齐 性 向 量 c, c 使 得 
一 四 十 了 开刀， cf p+ yo. 


设 1 二 p 十 4 十 0, 芍 直 是 a 与 矿 的 线性 组 合 ， 同样， 也 是 a 
与 了 的 线性 组 合 。 因 而 着 4B' 介 4'B = 工 , 则 1 是 OL 的 齐 性 页 
显 ; 车 4B 4'B, 则 1 与 3 平行 

类 位，n 二 Pp 十 Pa 十 ya 为 a 与 0 或 a' 与 ¢ 的 线性 组 全 .大 
而 基 AC 人 门 A4C 二 N, 则 mn 为 入 的 齐 性 向 量 ; 车 4C 有 AAC 则 
1 与 今 平 行 

最 后 ， 


ryt—n 
Ty — D+ (ro 1)e 
yz lb + {yo 1)c. 
于 是 mr 是 对 时 的 齐 性 向量 ; 或 mx 与 9 平行 {车 1 ?rn 平行 
0). 族 上 , M 与 入 共 线 ; 或 BC 与 CB' 平行 . 日 
定理 4 (调和 结构 ) 设 4, 召 是 平面 S 上 不 同 两 点 。 避 在 
AAB 上 ,CC 在 S$S 上 ,但 不 在 AB 上 上 上， 中 在 CG 上 但 不 同 于 C, 
(7 车 


J | 


E= ADNBGC., 
F ~- BDNGCA, 
H= EFNMAB, 


则 如 与 C,D 的 选择 无 关 . 
: 281 . 
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向 量 o b,c, 9. 由 于 QA, OB, OG 共 面 ， 故 有 
g= zat yb. 


由 于 GG, 局 , D 共 线 ， 鼓 可 取 对 DD 的 齐 性 向 量 使 得 d= 二 9 十 zc = 
了 人 十 了 十 < 令 


eyb 二 zc= dra, 
j=rXa+zc=ad— yb. 


故 e, 了 是非 零 向 量 ， 为 对 应 巨 , 下 的 齐 性 向 量 ， 凡 二 Xa 一 好 是 

对 应 于 的 齐 性 向 量 ， 站 由 (x, 8) 即 出 9 完全 决定 故 寺 与 C 
与 上 的 选取 无 关 . 

在 选取 CC; 了 时 , 可 能 出 现 ADIBC. 此 时 过 了 = ACN BD 

作 AD 的 平行 线 ， 此 线 与 4B 的 笠 点 即 为 五 ， 口 
co 


YY" 


(4，B; G, 吾 ) 称 为 调和 点 列 . 

我 们 进一步 说 明 调 和 共 领 点 的 意义 . 

设 a 二 0A,b 一 0B. 于 是 线段 4B= {za+tl 一 xjb0 之 x < 
1}. 由 定理 3 知 


GA: BG=(1— x):z. 
为 一 方面 
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OH= k(tra ~ yd} hr—ky=1. 
1 
于 十 当 实 天 5 时 ， 
= a 人 
OF= -一 一双 一 -一 一 已 


2r 一 1 27—1] 
Nas Bisell eR 


国税 

A: BO HA: BH. 
口 , 豆 分 别称 为 4B 的 内 分 点 与 外 分 点 . 调和 共 罗 即 内 外 分 点 分 
割 有 BB 的 比例 由 辣 . 


习 题 


1 设 且 中 GG 守 朋 ,BB 的 调和 夫 轴 点 ， 坛 让 GG 也 是 吾 对 A.B 
的 调和 共和 绒 点 ， 着 忆 了 关 再 , 则 在 是 如 对 与 五 调和 共 


轩 E. 
2 试 证 4 是 及 对 加 ,BB 的 调和 乱 顽 点 如 是 如 对 4.BB 的 
凋 和 共 轴 点 . 


号 几 证 型 的 罕 瑟 ， 证 明 避 二 及 当 且 仪 当 24 三 小 
”2283 . 
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4 计 由 A 仿 ABC 的 三 条 中 于 此 训 . 


10.5 ”时 影 几 何 


战术 茹 开始 的 以 下 儿 驴 ， 我 们 将 对 射影 几何 成 投 影 几 伞 作 一 个 
初步 的 介绍 . 射影 几何 与 售 射 及 何 月 密 团 的 关系 ， 射影 几何 是 将 无 
穿 十 虚 遥 入 到 仿 射 几 柯 中 市 得 到 的 几何 生 丁 无 穷 近 点 的 叫 现 , 仿 
射 儿 和 伍 中 有 的 基本 性 奈 改 变 了 ， 这 种 改变 有 时 纺 我 们 带 米 主 炙 方便 
之 处 . 

我 们 在 叔 述 中 仍然 条 出 从 代 获 的 观点 米 定 多 射影 几何 ， 射 影 守 
间 这 样 做 的 好 处 是 罕 易 持 到 一 般 的 广汉 的 结果 . 

定 党 1 设 和 号 数 域 忆 上 的 线性 空间 ， VW 的 所 有 子 定 问 的 
集合 称 为 上 的 射影 几何 . 记 为 PP{(T]. 

丰 这 种 定 浆 下 ,， 我们 知道 全 条 通过 顾 卡 的 直线 ， 季 个 通过 愿 
点 总 的 平 击 都 吓 POW) 中 的 让 素 ， 为 了 将 这 上 绪 元 素 芳 凑 别 上 胡 达 出 
米 ， 特 别 引 进 上面 的 证 艾 . 

定 当 2 设 江 为 下 的 了 宝 阿 .种 轴 ia 一 1 为 红 的 射影 
维 数 , 记 央 Pdirn 47 妈 


De NF = dn Ar 1. 


当 PdmAf 为 0,1.2 或 prim VW 一 1 时， 分 别称 27 为 PLYY 由 
的 射 影 点 . 射影 直线 , 射影 平面 或 射影 起 平面 . 

存放 为 射影 点 ， 则 江 中 的 非 过 辣 基 到 为 -的 齐 竹 向 量 . 
即 NM = (rn)}, 

射影 几何 PLVY) 中 所 有 射影 点 的 集合 称 为 IH POP 次 定 的 射 
彩 空 间 ， 
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注意 ， 零 了 空间 {0} 不 在 射影 空间 中 . 我 本 也 称 但} 为 射影 空 
问 中 的 空子 集 . 
若 Af, NN EPO 加 NNN = {0} 当 且 仅 当 


pdim (MNN)= -1. 


此 时 称 A 与 是 交错 的 . 

如 果 我 们 讨论 的 是 射影 几何 , 而 用 不 会 引起 沪 淆 时, 我 们 将 “* 射 
影 点 ",“ 射 影 直 线 ” 等 等 前 面 的 “射影 "一 字 省 去 ， 简 称 “点 "、“ 直 
线 ” 等 等 .以 已, 9, R 等 表示 点 ， 以 PQ 表示 不 同 点 的 联接 ， 并 在 
自然 意义 下 使 用 共 线 ， 共 点 ， 具 而 等 词汇 . 

与 仿 射 几何 类 似 ， 我 们 也 有 2, 3 维 射 影 几何 的 美 联 性 质 . 

2 维 射 影 几何 ( 即 pdim VW = 2} 的 基 联 性 质 ， 

1) ”不同 两 点 的 联接 是 占线 . 

2) 不 同 二 直线 的 交 是 点 . 

3 维 射影 几何 ( 即 pdim TY = 3) 的 关联 性 质 ， 

1) 不 同 两 点 的 联接 是 直线 . 

2) ”不同 陆 个 平面 的 交 是 直线 . 

引 二 不 同 的 相 父 直线 的 联接 是 平 而 . 

4) 二 不 何 的 共 面 直线 的 交 足 点 ， 

5) 一 点 与 不 会 此 点 的 直线 的 联接 是 平面 . 

6) ”一 平 而 与 不 在 其 中 的 直线 之 袍 是 点 . 

我 们 只 要 注意 线性 空间 中 关于 子 空 间 的 安 和 的 维 数 公 式 


dim(M + N}) + dim(MN NY = dim NM +4 dim N. 
用 射影 几何 的 语言 中 暮 影 维 数 与 出 来 就 是 
pdim (A + N) + pdim (Mf A N) = pdim M + pdim N, 
利用 这 个 公式 即 可 证 其 上 而 的 关联 性 质 . 
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从 一 个 线性 空间 六 出 鉴 ， 我 们 定 交 了 仿 射 斤 何 -4 ) 与 射影 
儿 条 PP(W)， 和 白 然 ， 玫 (是 AP 的 一 个 极 特 殊 的 部 分 {通过 原 
点 的 障 集 ). 这 种 春 法 是 自然 的 因 ， 凋 也 几乎 是 平淡 无 伍 的， 里 活 趣 
或 更 深刻 的 员 起 足 将 仿 昼 几何 作为 射影 几 和 何 的 部 分 ， 换 衙 话说 ， 
是 将 仿 射 几何 走 FF- - 些 东 西 耐 使 其 成 为 射影 几何 ， 

定理 1 没 W 是 数 域 忆 上 的 线性 空间 ， 吾 为 了 P(V) 中 一 超 
平面 ， 及 没 QEVW,ag. 则 Ala 十 瑟 ) 到 POV) 中 的 映射 站: 


$3) = LI(S} 


和 如 下 性 质 ; 

1) 外 是 一 一 映射 ; 

2) fa + 五 ) 在 峭 下 的 象 为 万 ( 瑟 ) 在 PCV) 中 的 补 集 ， 即 
所 有 不 在 吾 中 的 V 的 子 空间 的 集合 古 

3) SCT 当 且 仅 当 $(5) C$(T), Ys, Te Ala + HY. 

4) 2 (Ns,) =N6(sD), NS 下 

5) (V5) = 75. | 

6) dimS = pdim${S), YS € A(a + HY). 

7) 国民 当 且 仅 当 


6 人 9) 门 互 和 江门 门 互 或 gf 站 门 互 Eef5) 门 歼 
证 1) 车 5=8+aMe4fa+ 五 ) 则 
(SS) 一 工 (9) + M. 


这 时 ，a 十 五 = B+H,3+M C 84+H. 于 基于 C 玉 . 普及， 
me he 使 得 x3 二 mm 二 六 十 玉 . 则 {rz—-1)3~h—meH. 
因 上 Bg, 故 工 二 1, 二 1m. 因而 


PI) NG + H)= 5. 
” 286 ， 
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地 是 一 一 的 ， 日 
bg (05)) = BS) Na + H). 


2) 设 PePY, fl PPH). HH 于 pdimH = paimY-— 
[1. 鼓 了 二 二 二 .XX 由 


dim(PNMN HY=dimP+i+dimH -dimV=dmh-—1 


知 天门 号 为 天 中 超 平 而 ， 

和 BePB¢eH.WP=L3)+(PN,V=L(?)+ HH. 
大 = 二 3 十 hyeEPheH, 故 ~ 一 YEa 二 瑟 ， 令 
MM 二 PNBH., 于 是 P= 二 而 人 十 ME Ata 二 ). 即 有 


py + MI)=P. 


因而 结论 2) 成 尺 . 
3) 83) Cg(T) 当 且 仅 当 


pS) Na + FH) CC $AT) Na + HY). 


即 
SET, 
4) 设 sE€E [1 Si oji 一 < 十 和 故 
0 Ss; 一 E 十 门 2 
+ t 
因而 


$ (N58:) = Le) + NM 
= NL(e) + AM) 
= 人 站 P(52). 


ZB87 : 
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3) 注意 到 ol5 = (5S) 二 SYO, 以 及 当 M,N 为 字 空 间 
AIYAN 二 Af 十 .于 基 


ofVi9) = (ViS) YO= VilSiY OO} = Vi od 
= 2 BI), 


6) 车 仿 二 3 了 3 二 和, 测 dinmi5 = 二 diin Ni. 且 


dim@{S}) 一 dr 十 II、 开门 4 一 


‘pdim el5) = dim az. 


7) 入 5=8 寺 A, 则 6(S) 门 B= MM, 这 是 因为 车 XE DP， 
NE A hERH 使 得 7 了 3 十 mm 二 hh 则 x = 0. 

ST,T=” 二 和. 即 和 NC 或 CCN, 二 NFO 
oTINEH 或 oNNF CdSINE. 口 

下 面 我 们 骨 三 维 空 间 给 定理 工 一 个 形象 的 用 和 何 解释 . 

设 Y 是 RR 上 的 三 维 空间 ， 吾 是 站 的 一 个 2 维 子 空间 ， 
ea 区 百 ,a 二 瑟 是 吾 的 一 个 不 过 原点 的 障 集 ， 即 不 过 原点 的 绊 面 . 
如 困 BB 是 Ga 十 五 上 的 一 个 点 则 BB) 是 通过 0. B 的 直线 ， 这 
是 PP(1") 中 的 - -个 射影 点 

如 果 8 十 民 是 二 吾 中 的 一 条 直线 (dim Mf = 1), 则 $8) 
是 遂 过 此 碧 线 与 原点 OQ 的 平面 ， 这 基 PIVY) 中 的 射影 直线 . 

叉车 十 计 )Y 十 并 为 a 十 二 中 爽 条 不 同 的 直线 人 尼 们 自然 
是 平行 的 ， 喜 它们 的 们 为 空 集 ， 伍 是 


pL3+ Mo + MM = MM 


是 P(VY) 中 的 一 个 射影 点 ， 
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从 定理 1 我 们 可 以 在 到 ， 如 果 把 Afa 十 吾 ) 与 它 在 下 的 学 
妆 , 即 WW 的 不 在 吾 中 的 子 空 间 的 集合 等 同 起 来 ， 则 Ata - 五 ) 中 
的 点 ， 直 线 ， 平 页 ，…- 分 章 为 PLVW) 中 的 射影 点 ， 划 缚 天 线 ， 射 
衣 平 面 ， …: 面 夏 这 种 等 癌 下 ， oa 十 已) 中 7E 素 的 职 撤 ， 科 并 
为 六 中 对 应 元 素 的 联接 ， 交 。 这样， 我们 可 将 -Ate 十 并) 沈 为 及 
即 -ACV) 中 的 -部 分 ， 妈 我 们 将 仿 射 几何 上 腾 入 到 射影 几何 由 了 ， 或 
赔 ， 我 们 将 仿 射 几何 -Afa 十 如 ) 漆 加 EF - 些 匹 素 {好 漆 上 于) 凤 扩 
充 为 射影 斤 何 了 . 

在 射影 几何 PP(WVY) 中 股 有 有 平生 的 概念 ， 丛 在 仿 射 几何 Atn 十 
五 ) = PIVY NP(H) 一 站 中 有 于 行 概念 我们 可 以 想象 如 (好 ) (或 
五 ) 是 在 4 的 无 穷 过 处 . 车 ME 4, 则 称 路 (dim(MN 2) = 
dim Mf 一 1) 为 Mf {或 PAN)) 中 无穷 远 处 的 超 平面 . 这 样 ， 吾 为 
TY 的 唯一 的 无 穷 撑 处 的 超 平 面 . 

苦 尊 为首 中 一 盘 影 和 直线， 则 好 门 呈 为 射影 直线 上 的 无 穷 
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远 点 . 疗 局 E A 为 射影 平面 ， 则 交 站 五 为 射 党 平面 入 在 无 穷 还 
处 的 和 直线. 

定理 1 的 结论 7} 说 明 ， 5S, 了 € A, ST 当 且 仅 当 5 在 克 穷 
远 处 的 超 平面 包含 或 包含 于 了 在 未 穷 远 处 的 超 平 而 中 ， 

特别 ， 44 中 两 条 直线 平行 当 且 仅 当 它们 作为 P{V) 中 的 射 凡 
直线 效 于 无 穷 过 点 【 即 在 无 穷 近 处 有 相同 的 点 ) 4 中 一 条 直线 与 -- 
个 平面 平行 当 且 仅 当 它们 作为 户 fY) 的 射影 自 线 与 射影 平面 对， 直 
线 的 无 穷 远 点 落 在 平面 的 无 穷 远 处 的 直线 上 . 

总 结 以 上 论述 ， 大 们 可 以 认为 射影 几何 是 比 仿 射 几何 稍 大 一 点 
的 几 柯 . 也 可 以 说 , 射影 几何 是 迟 射 几何 加 上 无 穷 近 超 平 面 的 几何 ， 

射影 几何 与 仿 射 几 和 何 的 联系 ， 使 我 们 可 以 画 出 射影 的 构 形 图 . 

设 上 是 射影 平面 人 P{W) 中 的 一 个 梅 形 ， 选取 任 一 射影 直线 鳌 . 
设 a 基 五 . 取 症 互 与 如 的 截 线 ( 即 (ae 十 殖 JmC 的 图 形 ). 截 线 
产生 仿 射 构 形 图 即 为 在 % 下 的 象 ， 不 同 戴 而 (a 十 五) 可 以 产生 
不 同 的 仿 射 构 形 图 ， 但 它们 名 是 代表 相 阿 的 射影 构 形 图 自然， 我 
们 总 是 选取 使 C 失去 的 东西 最 少 的 仿 射 网 形 图 

例 1 设 & 为 射影 三 角形 ABC., 

1 取 互 不 包含 点 有 ,日 , 局, 则 图 为 下 面 左 图 ， 

2) 取石 包含 ,但 不 包含 碌 , 局. 这 时 ，B 成 为 无 穷 近 点 ， 
则 图 为 下 面 中 图 . 

3) 到 五 包含 B,C, 但 不 包含 4. 这 时 B,C 成 为 不 同 的 无 
穷 远 点 ， 则 图 为 下 面 右 图 . 


六 五 凡 B 怠 
B CC 呈 CC CG 


例 2 设 C 为 下 面 左 边 图 形 的 平面 射影 构 形 ， 取 玉 包含 瓦 ， 
: 290 . 


brie th lr pp itehl pd i hh Cited a Ld ep Cs rr PL i 1 -eh a 


.Maked by freekaoyan.com 


www.freekaoyan.com 


他. 而 不 包 合 其 它 射影 点 .。 天 G 即 为 无 穷 近 直线 ， 于 是 在 a 十 于 
上 ，BONAD. ABJICD. 内 市 C 的 仿 射 构 形 图 为 平行 四 边 形 (下 
向 右 图 ). 


FE 
1 和 | Fe 
/> 
2 EE 全 > 站 2 


戌 这 时 看 旬 ， 在 射影 几何 中 和 任意 四 边 形 与 下行 四 边 形 滥 有 本 岳 
的 其 别 . 
习 题 
1 设 pdimP(V) = 二 3. 忆 为 其 中 一 点 ， 工 ,. 寺 是 不 包含 局 的 二 
入 销 玫 线 . 让 明 : 存 齐 唯一 的 比 过 已 与 世 , 下 州 闪 的 旦 线 . 
2 设 pdimP(V) 二 4. 工 , BN 是 生 相 交错 由 不 属于 同 - 超 平 
向 欧 三 条 百 线 .让 遇 
1) 工人 站 (MM 二 和 N}) 是 点 ， 
2) 存在 P(V) 中 星 一 下 线 与 M,N 都 相 从 
3 设 拓 三 分 别 为 射影 几何 天 () 中 的 点 和 直线 . 且 产 人 克 . 证 


明 映 射 
wa PV, voerL 


基 工 上 的 点 到 通过 口 的 忆 十 工 中 的 直线 集 上 的 一- 上 由 射 . 


4 设 pdim PO 二 3. 和 ABO, 六 机 号 在 不 同 平面 上 ， 并 是 
上 点 已 透射 的 试 让 对 庙 边 的 交点 BCNB'C CANGC A' 
马 如 WB' 共 线 . 
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名 设 pdim P{T) 二 4. 斌 证 友人 (7 中 摧 个 平面 可 以 父 于 一 点 . 


6 设 pdimP(V) =4. 又 4 为 由 一 超 平 面 决定 的 人 (VY) 中 的 仿 
射 几何 ， 试 证 4 中 两 个 非 平 行 平 面 可 以 交 于 无 穷 还 处 . 


10.6 ”射影 几何 的 基本 关联 定理 


这 千 我 们 将 在 射影 几何 中 米 证 Desargues 定 邢 ， Pappus 定 
理 征 调和 结构 定理 ， 读 者 很 容易 看 出 ， 在 射影 几何 中 这 三 个 定理 的 
作 述 比 仿 射 几何 中 更 简单 ， 而 用 每 个 射 弦 开 何 的 定 媒 包 侣 了 几 个 仿 
射 几何 的 定 埋 . 

定 兴 1 设 和 从 ABC 与 全 AB'C 的 六 个 边 开 不 州 曲 . 项 工 一 
BOCNBC, MCANCA N= ABNM 4'B' 是 不 启 的 共 线 
点 ， 直线 LN 不 同 于 两 个 三 角形 的 六 个 边 、 我们 称 和 4BC 与 
人 4 B'C" 有 透射 轴 LMN. 

定理 1 (Desargues 及 道 ) 和信 ABC 与 入 41B'C' 有 透射 中 心 
太 当 上 且 仅 当 它 们 有 透射 轴 LMN. 

证 ”必要 性 这 时 ，810.4 定理 2 的 证 盟 中 的 两 图 是 一 致 的 . 
第 二 图 中 AA'N BB'NCOC = 王 是 无 穷 远 点. 

取 忆 , 4, B.C， A', B', C0" 的 齐 性 向 量 p,a, b,coa be 全 
得 

a =p+ta, b=p+h, oemp+r. 


十 是 六 一 = 二 6-c 二 m 关 0. 政 mE BCNMNBMG 才 澡 为 和 
的 齐 性 回 昌 类似 1 二 a 一 所 二 0- 二 0c-a 二 cc 一 &@ 分 别 为 
了 六 的 许 性 向 量 ， 芭 

{+m++n=D0. 
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故 王 ,af 入 共 线 . 
充分 性 ”由 工 ,， .NY 共 线 ， 于 是 可 到 对 应 的 齐 性 回 帅 bm， 
nn 满足 
i+-m+n=D. 


ILI= ABNA'B', MN= BONDBOC N=CANCA, 于 是 有 
4 B, 人- A B', CY 的 齐 性 向 旺 tl b], 六 1 1 上 ， 四 | 使 行 


{ 一 ra 十 hb ,， 

ni C= yab! dd ze, 

rt 一 1L 十 | 
及 | je rp 

T1091 UL 

ni 一 ya + 2 

2 二 23 
因而 


(xz 二 Taja+ (ywyalb+ (z+ zc =0, 
EE 


由 4, 吾 ,C 不 共 线 ， 人 ,已 ,5C” 不 共 线 、 故 


XTi 十 X73 三 记 十 二 2 十 33 二 上 0， 
剖 十 鸣 王 入 十 扎 王 痊 十 区 二 0 


于 是 ， 令 @ 二 XIQ1b 二 ~ 二 2901. 0 二 Ab 二 一 可 辣 ， 
c 二 2z301， 则 有 
[Se 
(ae 
n=c—-a=0— a, 


p=a—a =b~-b=c—-e A0 
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是 对 点 PP 的 齐 性 各 星 . PEAA'NMmBBMCOo" 即 为 入 ABC 与 
和 ABC 的 透射 中 心 . 口 

注 ”我们 在 证 明定 理 时 ， 并 不 要 求 人 4BC 与 人 A'B'C' 在 同 
一 于 而 内 . 

定理 2 (Pappus) 设 有 4, B,C 与 由 百 ，C 分别 在 两 条 共 面 
直线 上 则 BC BO= MABNMA'B=IL,CANCA=N 
共 线 . 

证 此 定 玛 的 证 朋 与 依 射 几何 Pappus 的 定 埋 (810.4 的 定理 
3) 的 证 时 完全 一 样 ， 口 

定理 3《 调 和 结构 ) 设 4, B 是 射影 平 而 Md 上 二 不 同 点 局 
在 4 如 上. 在 MM 中 了 有 取 有 AB 外 一 点 CC, 青 在 GC 十 了 到 叮 TG.C 
的 一 点 D, 则 EE= ADNBC,F= BDNMCAS H= EFNAD 
都 是 点 . 且 瑟 与 避 , 万 的 选取 无 闫 . 

证 设 对 有, 如, C.G 的 齐 性 向 量 分 别 为 &. 6b, cg 由 及 ,上 B， 
口 共 线 ， 故 到 
9 = za yb. 


由 GC, DD 共 线 ， 蕉 可 取 对 思 的 齐 性 向 量 d 使 得 


中 一 十 zf 一 34 十 1 一 ze. 


E 二 1 十 2 一 下 一 了 
f=rat+zc=d— yb. 


套 e 关 0, 了 关 0 为 对 BCNAD == 记 AC 巾 BD 二 下 的 齐 性 向 
量 . 而 有 == Xa 一 下 关 0 是 对 瑟 的 齐 性 向 量 . 故 五 由 A, B.G 
完全 确定 ， 与 CC, D 的 选取 无 关 . 口 

与 在 仿 射 几何 一 样 ， 我 们 称 五 为 G 对 4, 8 的 请 积 共 罗 点 . 
(4, BiG, 吾 ) 称 为 调和 点 列 . 
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注 章 ”在 射影 几何 的 情形 ， 苦 GG 为 AB 的 中 点 ， 则 于 为 无 汗 


习 题 


1 著 随 个 四 面体 0241 革 343,， BoB1B2Bs 是 从 一 点 证 透射 的 . 
试 证 六 个 交点 4,.4Aj BiBj;, 0 <7 了 了 <3 共 面 . 


2 假设 入 ABC, AA'B'C' 共 耐 , 并 由 点 PP 透射 . 过 PP 和 作 此 平 
面 外 的 -- 直 线 ， 存 此 直线 上 取 名, 号 使 P, 3, 三 点 不 同 . 
作 人 47B7C7 使 其 与 入 ABC 由 点 如 得 射 ， 与 六 机 本 CC 
时 琶 点 区 射 ， 试用 非 共 面 三 角形 的 Desargues 定理 (810.5 
习题 二 导出 共 而 三 角形 的 Desargues 冠 理 . 


3 设 生 4iBCo 一 1.2.3 是 三 个 二 角形 ， 其 中 任意 两 个 是 透射 
的 ， 六 4iPiCa 与 六 Aj7BjC; 的 短 射 中 心 为 五 六 假定 蕊 3， 
1, 2 是 不 同 的 共 线 点 ， 且 A1AsA3, B12B;， 0 
是 三 角形 ,证明 入 BBCi, i 一 1,2.3 有 公共 的 透射 轴 工 
和 4144243, 和 BI1B2yBs, 和 六 CIC2aCs 中 任意 两 个 是 透射 的 ， 目 
这 三 个 透射 中 心 在 工 上. 


和 设 4A, 昌 , CC 三 点 共 线 : A B', CC 三 点 也 共 线 . 日 PP 二 
ABCNMA'B'C', 证 明 遗 射 轴 LMN 包含 已 当 目 忆 当 A41, 
BB' COC!’ 共 点 . 


10.7 “射影 同 构 


本 六 我 们 研究 射影 空间 的 同 构 上 映射 并 在 此 基础 上 建立 射影 空 
间 的 党 标 系 . 这 些 与 线性 空间 ， 仿 射 几 何 的 堂 标 系 的 建立 消 着 同一 
套路 子 . 
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定义 1 设 忆 , P' 足 两 个 射影 几何 ， 不 是 PP 到 PP” 上 的 一 一 
对 应， 昌 满 忠 


开 [ 了 本 开 [ 和 各 于 AACA, 


则 称 T 是 戌 到 P' 的 同 枸 . 这 时 ， 称 富 15 突 和 是 同 构 的 . 
身影 几何 的 间 构 显然 有 以 下 性 质 : 
性 质 1 射影 几何 全 与 白 身 癌 构 . 
六 Hi, Bl 7 = id. 
性 质 2 ”射影 几何 六 与 P' 同 掏 ， 册 了 P' 与 全 同 鬼 . 
苦 为 卫 到 了 P' 的 同 裤 ， 则 7T7! 为 P!' 到 估 的 同 构 . 
性 质 3 篆 T: 力 二 PT PP 都 是 射影 儿 何 的 加 榴 ， 
而 7 PP PY 也 是 射影 儿 何 的 同 构 . 
性 质 4 若 7:P 王 PP 足 射 影 几 何 的 问 掏 ， 风 YAI,N € 了 D， 
下 硬 山 成 成 立 
TN = rN Na 
TAT + NN) = TM) + A NN). 
性 质 5 庙 影 几何 情 , P' 同 构 的 充分 必要 条 件 臣 它们 的 维 数 相 
等 ， 


事实 上 , 老生 大 人 天 为 射影 几何 的 同 构 ， 则 有 六 一 {0}. 
Vo、...，Vh EP 使 得 


COG: CTT: phnmt=i n= pdim®. 


TD CAV CC (Fh). 
pdim Tv- < pdanrtVo) < < pdimn{Th). 
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|i 
pdim 万 > pdim PB, 
同样 
pdim DP > pdim P'. 
页 到 与 全 有 相同 的 维 数 . 
之 ， 设 有 线性 空间 VV' 使 呈 二 PP(V), P' 二 P(V'Y. 于 是 
由 pdimP 二 pdimP' 知 dimV = dm 因而 有 线性 同 构 映射 
个 一 人 对 于 大 的 任何 子 空 间 Ar Pa 为 V' 的 子 空间 . 
鼓 了 诱导 了 娘 到 环 的 映射 以 P(f) 表 水 ， 显然 了 (1) 是 号 到 
P' 的 射影 几何 的 辐 构 . 
从 这 围 就 知 可 以 谈 数 域 下 上 的 n 维 射 影 几何 . 
定名 2 说 站 :TY 一 凡是 线性 空间 的 同 构 .。 了 诱导 的 天 (三 ) 
到 PLV') 的 同村 P(f) 称 为 PP(V) 到 PV) 上 的 -- 个 射影 变换 
特 草 ， 荐 丰 二 VV', 则 称 大 ( 方 为 的 五 (Y) 一 个 直射 变换 . 
显然 , 在 天 了 一 8 下 者 是 线性 同 构 ， 风 


Plgf) = PoP(F), PF ) = PN). 


定理 1 设 六 9 都 是 V 到 WY’ 的 线性 同 构 则 全 (f) = Pfg) 
当 且 仪 当 g 二 kf ,keEP,k¥0. 

证 者 g 二 上 f 则 FOM) = 80) YIM € PIV)， 丁 是 
PIU) = P(g). 

反之 ， 营 下 六 二 Plg), a ET Eo) € PP)， 届 而 
ga)) = AZ(a)). 即 有 有 EPP 使 得 


glo) = Kaf a). 
X vrEP, gra) = Tq9(0) = zhaof (la) = kf(roa). 故 
ka = ko, Va EV mEP. 
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显然 ，dimnT 二 1 寺 ， 定 理 已 经 成 六 压 设 dimV>1. 设 a， 
3 线性 无 美 ， 因 而 fr), 了 03) 线性 无 关 ， 芭 


gloat 3) = karal tla) TD 
ert sd) = haf lr) + Raf (8), 
gt DD) = ko alf le) 十 天 


国人 夫 
ko 大 一 Ky. VA， 


此 定理 成 立 . 口 
定 议 3 设 Pf7) 为 数 域 卫 上 的 请 维 几 何 , 则 P 到 PP(P"+1) 
十 航 射 影 变 换 x 称 为 石 的 -- 个 射影 (或 齐 次 ) 坐标 系 . 
以 下 我 们 找 PP(VY) 中 的 参照 标 抽 以 叭 一 决定 元. 
没 P*+t1 中 元 素 en， Ei，...， en 如 下 ;: 


a 


于 是 ， 宙 T 为 克 (P) 到 克己 后) 上 同 构 ， 因 而 有 Ai;€ PIV). 使 
得 
nA = EL) Odi 和 n. 

则 称 PC(V) 中 有 序 的 名 十 1 一 重组 1 46、41，...、 4) 为 给 定 众 标 
系 下 的 参照 单 形 . 

当 参 是 单 形 (40，41、，...，4) 给 害 后 ， 设 为 A; 的 章 性 
加 是， 即 A; 三 工 (ai 于 是 存在 叭 :的 下 到 下 2+1 的 线性 同 构 了 
使 得 


外 此 不 蕉 得 到 
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由 于 a 的 选取 不 昨 唯 -- 的 . 故 相 庶 的 了 的 选取 也 不 是 唯一 的 ， 因 
而 单 是 coy al .en 还 不 足以 描述 射影 几何 . 

定义 4 设 PIVY) 是 nl 之 1) 维 射 典 几 何 . 并 设 Ao, A1; 
An; 0 是 PWV) 中 训 序 的 {rn 十 2) 一 重点 组 , 满足 下 面条 件 : 其 中 件 
意 ?十 1 个 点 之 和 的 维 数 为 最 大 维 数 . 则 称 [Ao, Al, ...，An; 0) 
为 PIV) 欧 参照 标 架 ,5 叫 单位 点 (Ao0，A41，,..、A4n) 叫 单 形 . 

例 1 bdiimgPtP) 二 2, Ao, 4 A2 为 三 角形 ，5 为 二 条 边 外 
任 一 点 . 则 (Ao，A3， 42; 中 ) 为 PIVW) 的 参照 标 架 . ”如 为 单位 
点 ， (Ao, 有 1， 甩 2) 为 参 妥 三 角形 . 

例 2 pdinPfP) = 3 AcA1A2As 为 四 面体 ， 为 不 在 四 
面体 四 面 上 的 任 一 点 ， 风 (4g，A1，A2， 有 4; DD) 为 PV) 的 参照 
标 架 ，U 单位 点 ， {AA0、 有 1， A443，A3) 为 参照 四 面体 ， 

例 3 设 dm 二 十 1] (ao al Qn] 为 VW 的 一 组 
有 序 基 . 令 Ai; 二 LlaD,DO<i<nD= Loot+alt+:+ 
Gnj， 则 {A0，A1，..-，An; D) 为 PIV) 的 参照 标 秘 ， 5 为 单 
人 点， {A440， 1，...、，An】 为 参照 单 形 。 此 组 标 架 称 六 由 有 序 基 
IQ0， ai ...，Qn} 决定 的 参照 标 架 . 

例 4 设 V 二 PP? e607i<n 如 上 所 述 ， 则 由 (eo, el 

… en) 决定 的 号 (Pt) 的 参照 标 保 为 {Eo. B1, ...，En; 5B). 其 
中 


bs = Lie), Oien; 
£ ”一世 (co 十 el 十 :十 cn) 
= 1((1, 1, 1) 


这 组 标 摧 称 为 了 P[P"*t1) 的 标准 参照 标 架 . 
定理 2 设 Pdium 大 (7) 一 了， 
1) 六 的 得 个 参照 标 架 (40， 4 ，4; 全) 平 少 为 了 
的 一 有 序 基 决定 ; 
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2} TY 的 二 有 序 基 (ao，al，..，enj Bo， 并， Bn) 决 
定 同 一 参照 标 架 当 且 仅 当 存在 尺 使 得 


3) 若 {Ao， A1,...，An; 人 (40 4 ， 如; 7) 分 别 
为 已 (V}, P(V") 的 参照 标 架 ， 则 有 PV) 到 P{V') 的 唯一 的 射影 
变换 使 得 


TiAi) = A 
ntUY = 


证 1) 设 Ai (0 < 之 2 n), UV 的 齐 性 向 量 分 别 为 4 (0 过 
i BB A; = Ly UU = Lan), WH pdim 3 A;=n. 
i 二 人 0 
故 有 天 三 Zoo 十 Zi 十 -十 TnYn， 若 对 某 个 2 有 Xi 二 0, 刚 
pbdim (2 4 十 五 ) < n, 这 与 假设 矛盾 故 了 关 D,0<i< 和 nh. 仿 
ji 
oi C= Ti A; = Llai), OTNnU = Liaot+ Gait+-: :十 Gn). 
即 {Ao, 亲 1， | Ee [三 是 由 (oo, C1) + cn ) 决定 的 参照 标 


架 . 
2) 若 记 一 koi 0 之 Yn, 则 


工 (8 = L(ai), 0 
LiBo 让 地 一 二 
LL 


故 (ao， 1 -1 Cn) 与 (0, 所 1， “1 好) 资 定 同一 参 赂 标 架 ， 


反之 ， {Qo Qi Qn), {加 ，B1，...、 泊 】 次 定 同一 参照 
标 架 ， 唱 在 
局 = ke, 0O<i<n. 
.300 . 
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YB = kai 
让 i 一 0 
因 六 ， 
Ykias = 3 Kon 
1 一 t= 
二 十 
kn 一 ki = 
3】 设 (do 41 A 0 与 (46 4 由 0 分 
测 出 WV 的 有 序 基 (G0 G1 ， Gn). (Q0、，Qi、- .0%) 决 


定 . 于 是 有 1 到 Y 的 瞧 - 一 的 线性 同 构 了 使 得 
fla}=a’, 0<1i<n., 
鼓 不 二 人 [有 为 PIV) 到 P{VT) 的 射影 ， 且 


TA) = 0 <i<n; 
ff U0", 


又 设 VV 到 WV 的 线性 同 构 小 使 得 zt 二 P(g) 满 是 要 求 . 于 是 
(gto0), 9(01), 和 go)) 为 VW 的 有 序 基 ， 是 

A’ 

7 


| 


Ligloa)), Oi<n; 
L(gloao) + gto) — .g(an)), 


即 {a0 A 0 9) 决定 POV') 的 同一 
标 扣 ， 肉 而 


oi) = ka =Efo), OZi<n. 


9g=&f. 
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虚 帮 定理 1 知 
TA1 一 开 ， 器 
从 定理 2 知道 ， 射影 几 和 何 的 堂 标 夭 TT 与 参照 标 沁 {Ao, 由 1， 
4ai DU) 之 人 间 有 一 一 对 应 关系 ， 
设 忆 为 射影 几何 PP{Y) 中 的 一 点 ， 若 


Tie) L(y Bis ru LR)ll, 


则 称 {Zo ZI Zn) 为 也 对 7 的 射影 (或 齐 次 ) 坐标 ， 
例 5 (P” 1 中 参照 标 架 (0， 琴 ，...，En; 五 ] 对 应 的 党 
标 系 趟 二 Ptid). 号 二 Loja= wiai) 则 局 对 x 的 礁 标 为 
1 二 D 
{x0, tly rr es 


习 上 题 


1 设 pdimPlV)=2,LCPY),pPdimL=1.XX7r* 是 PlV 
的 直射 变换 且 满 足 


TIXR})= XR, VXEL. 


且 7 关 id. 试 证 存在 4 E PIV) 使 得 A, PP, wx(P) (Ps 
共 线 ，【 这 样 的 直射 变 接 称 为 中 心 直 射 , 工 为 轴 , 4 为 中 心 ). 


2 设 pdimP(V) = 2 天 CTPlY) pdim 上 二 1. P,P 为 不 在 
上 上 的 两 点 ， 4 在 PP 工 ， 但 异 于 P,P'， 试 证 存在 唯一 
的 以 工 为 轴 ， 4 为 中 心 的 中 心 直 射 变 换 zx, 使 r(P) = PP" 


3 设 A4BC 与 和 4BIC 由 点 PP 透射. 又 设 上 = BCNMB'C, 
M=CANOC'A,N = ABNMA'B' 试 证 序 在 以 上 NM 类 轴 ， 
为 中 心 的 中 心 走 射 使 得 x{CY = C'， 由 此 证 明 天 M,N 
共 线 . 
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4 设 工 , I!' 是 不 同 的 共 面 二 线 ， 及 为 两 线 外 的 一 点 ， 又 P' = 
4PMNL', PeL. 试 证 存在 中 心 直 射 使 得 7(P) = P', YP € 
天 (PP 为 PIL) 到 P{L) 的 同 构 ， 称 为 以 有 4 为 中 心 
的 选 射 同 构 .) 


5 设 pdimP(V) 一 2. 普 为 大 (P) 的 直射 变换 ， (万 = L', 工 
了 为 万 (7) 中 不 同 喜 线 . 试 证 7 诱导 的 P(L) 到 PL) 上 
的 射影 变换 为 透射 当 且 仅 当 开工 口 五 ) 一 LN 


10.8 对偶 对 俩 几何 


射影 几何 中 一 个 重要 的 不 理 是 所 谓 对 偶 原 理 ， 从 这 个 原理 出 发 
引入 了 射影 几何 的 对 偶 几 何 的 概念 ,其实 ， 这 些 只 不 过 起 线性 沦 亲 
并 其 对 偶 空 间 之 闻 关 系 的 几何 翻版 而 局 ， 本 节 将 讨论 这 些 门 题 . 

设 吕 (Y) 是 数 域 卫 上 的 呈 维 射影 几何 - 所 谓 PP(V) 中 一 个 命 
题 党 人 PIVW) 中 元 素 ( 即 WW 中 的 子 空间 ) 及 其 相互 间 的 包 
合 关 系 的 一 个 论断 ， 如 果 在 命题 万 中 分 别 以 了 了 , 联接 ( 剧 子 空间 的 

和 ), 交 及 维 数 7 一 1 一 7+ 伐 起 C, 交 ， 联接 及 维 数 7, 这 样 得 到 一 个 
论断 币 ” 称 为 四 的 对 偶 命 题 . 

定理 1 设 PP(V) 是 数 域 卫 上 的 于 维 射影 几何 ， 若 命题 蛙 对 
POW) 成立 ， 则 种 的 对 晶 命 题 中 ”也 成 立 . 

证 设 V* 为 V 的 对 偶 空间 .由 于 dimV* = dimV. 故 万 (7 
与 PIV*) 同 梅 . 因而 命题 当 也 对 PP(V*) 成 立 . 

设 ME PIV), 即 M 为 人 W 的 子 空间 ， 令 


M ={feVfa)=0, vae M)}, 
易 证 下 面 性 质 成 立 ， 
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| 一 


) aeeTY). 即 MM 为 了 ”的 子 空间 ， 而 且 
pdim Mf? = nn — 1 — pdim Af; 


(MI) = Mi: 
A CN 当 巨 促 当 3 2 NN?; 
(M4 NY = MNN?: 

5) (Mn = M+ N. 

由 上 述 性 质 知 af 一 4? 是 POV) 到 POV?Y) 的 一 一 对 应 ， 在 
此 对 应 下 ， 对 于 POV) 的 命题 叫 变 为 对 十 于 (VY?*) 的 命题 再 车 
P{W 中 命题 第 成立， 则 POV?*) 中 命题 和 P” 成 yy， 注 意 PAVD) 5 
P(IV*) 是 同 构 的 ， 故 第 ”对 于 PAW) 坦 成 立 ， “加 

注 ] 定理 1 称 为 射影 几何 的 对 偶 原 理 . 

注 2 MM 称 为 邮 的 零 化 子 .映射 4 一 3 称 为 零 化 子 映 
射 ， 记 为 e. 

注 3 共 5:POVD 二 POW) 是 一 一 对 应 ， 且 满 趾 MCN 当 
且 公 当 AD) 祷 和 ND), YMA,N EP(FD), 则 称 6 为 PP(V) 到 PLTT 
的 反 同 构 . 

显然 ， 符 化 子 映 射 o : 下 一 Pi ) 是 反 辐 构 ， 零 化 子 映 
射 5 的 道 射 竺 则 是 PV) 到 守 1V) = POCV*)* 的 考 化 子 映 射 ， 
个 以 日 事 示 ， 

定义 1 关 1 丰 :TY 一 于” 是 线性 问 构 ， 则 称 天 (万 为 POT 
到 天 (Cr 上 的 对偶 . 特别 { 守 ) 到 自重 的 对 偶 称 为 守 (V) 的 -个 余 
关系 (corelation). 

为 了 讨论 射影 几何 的 对 偶 有 几何 ,我们 先 给 出 抽象 的 射影 几何 的 

定 尽 2 设 W 蚌 数 域 忆 上 的 线性 空间 .也 是 一 个 集合 .车 
于 是 忆 到 POW 上 的 一 -对 应 ， 则 称 【已 亚 ) {或 简单 地 也) 为 数 
域 PP 上 的 射影 几何 , 并 称 pdim PP(VY) 为 忆 的 维 数 . 

特别 ， (PUP ,oj 是 射影 几何 ， 称 为 (VW) 的 对 偶 几 何 . 记 为 
P*{Y). 


> 
rr 
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注意 ，P{W) 的 对 偶 几 和 何 PP*(WV) 不 是 了 (VY). POWD) 与 PY(VY) 
作为 集合 是 一 样 的 ， 但 是， 它们 的 几何 结构 是 不 一 绊 的 . 例如 ， 若 
ii ，N 是 WW 的 两 个 子 空间 .证 ,， 作 PIVY) 为 中 元 素 它 们 的 
联接 ， 交 分 别 为 加 十 入 ,， MN N; M,N 作为 P*(V) 中 元 素 它 
们 的 联接 ， 交 分 唱 为 MN NN， M 二 N. 又 如 车 好 作为 刀 (Y) 中 
元 泰 的 维 数 为 7", 则 作为 P*(V) 中 元 素 的 维 数 为 nn 一 1 一 7 (这 里 
n ~— pdim Vl. 

引入 对 偶 括 何 的 概念 后 ， 我 们 就 可 以 将 射 裳 变 措 与 对 偶 ， 余 大 
系统 一 起 来 . 实际 上 ，PV) 到 POW) (POWD) 上 的 对 偶 ( 余 关 系 ) 
就 是 (WV) 到 PAAWV) (天 人 上 的 射影 变换 . 

下 面 我 们 进一步 讨论 (VW) 与 PV) 的 参照 标 架 之 间 的 关 
系 . 

没 {foo，al， ...，Qn)】 为 六 的 一 组 有 序 基 ， 由 其 决定 的 参照 
标 架 为 【404 4 站. 设 WV 中 对 (G0, 4...， Gn) 的 
对 俏 革 为 【加 ,万 ，.…， 广 站 即 


fA) = Diin, 


于 是 有 PP(V*) 的 参照 标 架 
A 
一心 


因而 有 (45, 41 4 0) 为 PP*(V) 的 参照 标 架 ， 使 得 2 (A1) 
= (有 ,0 < 1m 区 用 =o(0), 而 且 不 礁 汪 明 《44, 入， 
为 (0, A1,...， An; UD) 唯一 决定 . 

定 尽 3 称 140， Ai .由 TI 为 140 Al; .. .An 门 
的 对 偶 标 架 . 

设 已 为 P*(Y) 中 的 一 点 ， 故 P? 为 PP(Y*) 中 的 一 点 ， 故 了 P 
为 P(V) 中 的 超 平面 ， 故 忆 为 某 个 齐 次 方程 

poro + p171 + + pnrn = 0 
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的 解 空 间 ， 其 中 六 fi 为 PO 的 齐 性 向 量 ， 因 侧 对 于 参 腿 标 架 
一峰 


(A5，A 1) 点 三 的 开标 为 (po, P1，...，pPn), 并 称 为 
超 平 面 P 对 {Ao，A1，.…. ,Ani U) 的 对 偶 坐 标 . 

例 1 设 pdimV =2. 吾 为 天 (7 中 射影 直线 4 上 所 有 点 
的 集合 ， 即 作为 到 "TY 中 天 素 pdim A 二 1,L€R.pdimk=(0. 
但 作为 PIVY) 中 元 素 ， 4 了 工 的 射影 维 数 分 则 为 0, 1. 套 4, 工分 
别 为 PP{Y) 的 点 ， 直 线 ， 且 4 E 工 . 反之 ， 著 P{W) 中 直线 工 ! 遂 
过 4 点 ， 则 作为 天 (YY ) 中 元 素 ， 了 是 直线 站 上 的 点 . 故 如 和 作 
为 PIVY) 中 元 素 是 通过 点 4 的 直线 束 . 

如 果 书 二 RR. 财 4 为 下 中 百 线 ， 套 再 为 挛 :中 通过 直线 4 
的 平面 束 . 

例 2 设 pdimV = 2, 有 A, 工分 别 为 (WW 中 点 与 直线 ， 且 
半 儿 工 . 仿 以 工 表示 工 上 所 有 点 的 集合 ， 于 是 映射 

P-sAP, vwvPelL 

是 上 到 通过 A 的 下 线束 C 上 的 一 一 对 应 . 在 工 上 取 两 点 B,C', 于 
是 得 到 一 个 参照 三 角形 所 BC,， 上 再 取 适当 的 点 汶 单 位 点 ， 五 三 工 ， 
PP 有 举 标 {0，pP1，P2)， 对 应 的 直线 AP 有 方程 pz 一 和 za 一 让 
因而 AP 的 村 慢 坐 标 为 (0，p2、 一 p1}. 村 是 线性 映 ， (pi1, pp} 一 


(p2， 一 Pp1) 对 建立 了 PP(W) 的 了 几何 工 到 POW) 的 子 几 和 何 C 1 的 
射影 变换 . 
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习 题 

1 验证 定理 工 的 证 明 中 所 述 答 化 子 映 射 的 丘 条 性 质 ， 

2 汪 盟 不 射 党 平 而 中 ，Desargues 定理 的 对 但 节 题 为 其 逆 定 理 ， 
3 维 射 影 上 几何 中 的 Desarpues 定理 的 对 偶合 题 是 什么 ，? 

3 试 证 810.6 的 习题 1 的 对 俩 命题 . 


4 设 吕 为 呈 维 射影 几何 天 (P) 中 的 一 个 构 形 .车 将 BB 中 的 联 
接 ， 交 及 维 数 了 改变 为 父 ， 联 搂 及 和 一 1 一 7 所 得 的 构 形 B* 
称 为 总 的 对 偶 构 形 . 


设 如 为 2 维 射影 几何 中 的 四 边 形 BCD, 其 中 任何 二 点 不 
共 线 .这 描述 吕 的 构 形 ， 并 画 出 8” 的 示意 图 . 


5 设 (4o，4，.…，4a U0) 是 射影 几何 万 {Y) 的 参照 标 架 ， 
(40，4， :403 1 为 其 对 福 参 椒 标 架 . 则 A1 是 单 形 
(A0，41，...，An) 的 顶点 A; 对 应 的 超 平面 { 即 水 一 
7 4)). 

了 大 


1) 车 n==1, 证 明 U' 是 0 对 440, A; 的 调和 共 斩 点 . 
2) 设 中 > 2 是 点 AnUNMA”. 证 期 (ls se Ee 0) 
是 子 几 何 P(A4) 的 参照 标 架 ， 其 对 借 标 摧 是 


{AoN A 7 md 
3} 对 [7 给 出 一 个 由 参照 标 架 {Ao, "nt :Wie 0) 表示 的 


化 推 结构 ， 


6 设 射 影 平面 MY 中 有 一 通过 4 的 直线 束 ， BB 为 2M 外 一 点 . 
证 明 ， 工 王 工 Y B 是 给 出 的 直线 东 到 通过 轴 4 吾 的 平面 束 
的 射影 变换 . 
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10.9 “射影 二 次 型 


设 Y 是 数 域 P 上 的 线性 空间 ， ala， 有 是 VY 的 一 个 对 称 双 
线性 函数 . 车 站 是 WW 的 一 个 主 空 亲 ， 记 


M- ={ae Vic(a,d) =0,v3 eM). 


显然 ， M+ 也 是 Y 的 子 空间 . 
To A) lyaeEV 是 上 的 二 次 型 ， 显 然 ， ata 0) 一 0 当 
且 仪 当 gfka, ka) = 0, vk EP. 

于 是 e(a，al)] 的 霉 点 集 ， 可 以 看 成 了 (WV) 中 元 素 的 集合 . 
定义 1 设 o 是 WW 上 对 称 双 线 性 肖 数 . 称 严 (P) 中 点 集 
Qo) = {PeLla)e PVilo(ta, a}=0 

为 一 个 射影 二 次 形 , 简称 二 次 形 ， 

特别 ， pdim VW 二 2 时 ， Qto) 称 为 锥 形 . 

下 而 的 性 质 是 容易 检验 的 . 

性 质 1 8@(o) = {Pe PVIP CE Pt}. 

性 质 2 Q@(o) = Q(ko), vk e P,k #0. 

性 质 3 车 7: P(V) 一 了 (YY 为 射影 变换 ， 则 zlQ(lo)) 为 
P(V') 的 次 形 . 

事实 上 ， 有 TY 到 WV' 的 线性 同 构 站 使 得 


+ = P(]). 
于 是 
o'(fla), 1(8)) = (a, 8 va BEV 
是 Y 上 的 对 称 双 线性 函数 .而 
9(o) = {Lf f(a), Ha) =0) 
- 308 .- 
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= {rrL(alota, o) = 0} 
= 和 Ge) 
即 x{@(9)) 是 P(VY") 的 -次 形 . 口 
性 质 4 设 faoali Grn) 是 VV 的 一 组 有 序 基 7 为 其 决 
定 的 举 标 系 . EE PEVY 科举 标记 为 六 二 (roy zl Ta、 又 
r 在 【ao Q1; ,..， on) 下 的 矩阵 为 4. 9fz0 1 人) 为 0 对 
基 (ao, al .Qn) 的 二 次 ( 齐 深 ) 函数 . 则 


Qa) = {Plg(wo, z1, ..., r») = 0) 
= {PIXAX’ = 0)}. 


性 质 5 在 请 (WI) 中 有 射影 光标 系 ， 使 得 
Oloa} = {Pldori + -+ dri =0, di 0). 


性 质 6 称 o 的 秩 为 二 次 形 @{o) 的 秩 . 若 77: P{WVW) 一 P(Y") 
为 射影 变换 ， 则 已 to) TBtci 有 机 同 的 秩 . 
例 1 访 pdiinV ==1. 


i} 若 rank(o) 二 2. 则 (oo) 或 为 空 集 ， 或 为 不 同 两 点 构成 
的 集合 . 

2) 和 苦 rank(o) = 1. Qto) 为 一 点 攀 成 的 集合 . 

3j 苦 fank(o 三 0 则 名 人 国 三 碌 (P)， 


从 这 个 例子 可 以 看 出 ， 在 射影 直线 的 情形 ， 从 名 tj 的 构成 ， 
可 以 决定 o 的 秩 ， 在 一 艇 情形 ， 我 们 从 @(0) 可 以 认识 上 .其 方 
法 如 下 

设 pdimV 之 2, 工 为 PP(W) 中 任 -射影 直线 于 是 Ln@t{o) 
是 PiZL) 的 一 个 二 次 形 ， 记 为 所 (cz 是 然 ， 上 下面 的 论断 成 立 : 


Qa EV 当 且 仅 当 P= 上 上 (a) € @{0) 
且 rloep) < 2, YY 直线 @@P 
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(QE V+, 了 二 Lea) 称 为 Q(o) 的 二 重点 .) 
Vi 决定 之 后 ，o 的 秩 也 就 决定 了 : 


rankfe) = dimV 一 由 my 


我 们 称 Qlo) 为 退化 的 ， 当 e 为 退化 的 ， 即 了- 天 有 
习 题 
1 ” 试 证 ， 方程 gxf 十 2hzozi 十 br? = 0 定义 PP(R?2) 中空 二 次 
型 当 且 仅 当 产 < ab. 


下 面 各 题 中 ，r 表示 线性 空间 了 上 的 对 称 双 线性 函数 ， 钙 fc) 
表示 严 (Y) 的 二 次 形 ， 上 (9) 表示 PEOV) 到 天 (7 的 以 下 
映射 : 

1 (oNM) = MT, YM € PVY. 


{0) 称 为 0 的 或 外 fc) 的 极 化 (polarity). 
2 设 工 为 射影 直线 二 次 形 @(g) 的 秩 为 1 试 求 上 (a). 
车 @{o) = {4, B}. A 关 B. 试 证 (4. B, P, P1) (Pe 
为 调和 点 列 . 
3 设 了 为 射影 直线 二 次 形 tg) 关 试用 (ec) 刻画 上 (og). 
4 给 出 PP(R5) 中 退化 锥 形 @(o). 并 用 锥 形 刻 画 上 {o). 
5 设 书 为 射影 平面 是 PP 中 非 退 化 锥 形 ，A4 是 @ 上 一 


点 . 试 证 ， 也 中 通过 4 的 每 条 不 同 于 A* 的 直线 与 @ 交 于 
两 点 . 


由 此 ， 话 时 出 @ 到 PP 中 和 任何 直线 上 点 集 的 一 一 对 应 . 
6 试 证 也 (Q?) 中 锥 形 
@ = {P= L(xo, T1, T2))|zi 十 2 一 2 = 0} 
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= {L{n +2mn-n, —m+2mntn?, —m2—ni))|m.n ee 
Z}. 
7 设 久 (ec) 是非 空 非 退 化 锥 形 ， 点 P 4 @(o). 
i) 这 证 至 少 有 两 条 通过 PP 的 直线 与 名 (ec) 有 交点 . 
2) 求 P+ 
3) 若 忆 EeQ(lo), 求 P+. 
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后 记 


作者 为 南开 大 学 数学 专业 讲授 高 等 代数 与 解析 几何 课程 时 编写 
了 一 本 讲义 ， 本 书 就 是 以 此 讲义 为 基础 写成 的 ， 

南开 大 学 数学 专业 将 高 等 代数 与 解析 几何 两 门 课 并 为 一 门 巢 ， 
其 目的 是 为 了 减少 课时 ， 减 轻 学 生 负 担 ， 同 时 也 使 这 两 门 本 就 非 党 
密切 的 课 成 为 有 机 的 多 体 ， 这 样 做 并 非 南开 一 家 ， 我 们 推出 本 书 的 
日 的 是 与 同行 们 共同 探讨 数学 系 基 袖 课 的 改革 ， 使 之 能 够 面向 21 
世纪 ， 缩 减 基础 课 的 课时 ， 既 可 减轻 学 生 负 拍 ， 又 叮 有 时 司 安排 反 
映 新 的 科学 成 就 的 课程 ， 出 于 数学 的 基础 是 非常 重要 的 ， 缩 减 基础 
课 的 课时 ， 不 仅 不 能 齐 弱 基础 ， 反 而 要 加 强 基 础 ， 因 此 ， 只 能 在 深 
入 研究 这 些 课 程 的 内 容 的 基础 上 ， 施 行 必要 的 改革 ， 为 了 数学 的 发 
展 ， 为 了 数学 教育 的 发 展 ， 作 者 愿 与 同行 们 一 起 关心 此 事 ， 参 与 此 
事 ， 作 者 将 以 听 到 同志 们 的 指教 为 乐事 ， 为 幸 事 ! 

作者 要 感谢 的 同事 ， 同行， 朋友 太 多 了 . 把 他 们 帮助 作者 的 事 
_ 记 下 来 ， 必 定 是 很 感人 的 故事 ， 如 王 兆 军 ， 邓 少 强 等 几乎 是 手把手 
施 梳 作者 使 用 计算 机 ， 特 别 ， 科 学 出 版 社 的 林 觅 ， 刘 嘉善 同志 对 作 
者 的 大 力 支持 方 能 使 本 书 得 以 面世 ， 国 家 教委 博 土 点 基金 ， 国 家 自 
然 科学 基金 和 天 津 市 教委 的 教改 基金 的 资助 也 是 作者 要 感谢 的 . 


世道 驴 


1997 年 8 月 二 南开 
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